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PROCES MODELOWANIA ELEMENTÓW NADWOZIA PRZY U�YCIU 
OPROGRAMOWANIA ICEM SURF 

 
 
�UKASZ BOGUN 
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Opiekun naukowy: prof. dr hab. in�. Tadeusz Burczy�ski,    
dr in�. Miros�aw Szczepanik 
  
Streszczenie. W niniejszym artykule opisano szczegó�owo etapy rozwoju 
nadwozia samochodu osobowego, które s� zwi�zane z modelowaniem 
powierzchniowym oraz ich ocen�. Aktualnie stosowane s� trzy grupy 
metod, które umo�liwiaj� utworzenie i zapis powierzchni nadwozi. Nale�� 
do nich metody modelowe, graficzne i komputerowe. Zastosowan� metod� 
jest metoda komputerowa,  która polega na bezpo�rednim tworzeniu powierzchni 
w wirtualnej przestrzeni trójwymiarowej. Do zamodelowania powierzchni przyk�adowego 
elementu nadwozia samochodu osobowego, jakim by�a obudowa d�wigni hamulca r�cznego, 
a tak�e do oceny jako�ci modelu, zastosowano program ICEM Surf.  
 
1. Dlaczego oprogramowanie ICEM Surf? 

 
ICEM Surf jest programem nale��cym do systemów klasy CAD/CAM. Oprogramowanie 

to jest niezmiernie funkcjonalne w procesie tworzenia i pó�niejszej analizy tworzonej 
geometrii. Przede wszystkim jest stosowany przy kreowaniu powierzchni takich produktów 
jak: samochody, motocykle, pojazdy zarobkowe, rolnicze i budowlane oraz w szerokim 
zakresie w produkcji artyku�ów sportowych oraz trwa�ego u�ytku. G�ównymi determinantami, 
o których nale�y pami�ta	 podczas projektowania nadwozi, s� estetyka i aerodynamika.  
Te z kolei zale�� od p�ynno�ci i jako�ci modelowanych powierzchni. W tym wypadku w�a�nie 
ICEM Surf uznawany jest jako g�ówne oprogramowanie do tworzenia  i ci�g�ego rozwoju 
wysokiej jako�ci powierzchni, nazywanych cz�sto powierzchniami klasy A [2]. Nale�y 
równie� zaznaczy	, �e modelowane powierzchnie powstaj� w wyniku procesu in�ynierii 
odwrotnej, z uporz�dkowanych lub nieuporz�dkowanych danych wej�ciowych, w tym 
wypadku danych pochodz�cych ze skanu prototypu. Dzi�ki specjalnym funkcjom programu 
u�ytkownik w czasie rzeczywistym posiada mo�liwo�	 kszta�towania prawid�owej 
równowagi pomi�dzy g�adkimi i przyleg�ymi powierzchniami a zdigitalizowanymi danymi, 
jak równie� mo�e przeprowadza	 analiz� jako�ciow� powierzchni. 
 
2. Metodologia dotycz�ca modelowania w programie ICEM Surf 
 

Powierzchniami klasy A, które modelowane s� w programie ICEM Surf, s� zewn�trzne 
powierzchnie modelów konstrukcyjnych o najwy�szej mo�liwej klasie jako�ci. W przemy�le 
motoryzacyjnym przyj��a si� zasada, która sugeruje, �e wszystkie powierzchnie widoczne 
samochodu powinny by	 klasy A [3]. Powierzchnie takie spe�niaj� nast�puj�ce kryteria: 
� musz� by	 jednosegmentowe,  
� powinny by	 opisane jak najmniejsz� liczb� punktów kontrolnych, 
� rozk�ad struktury punktów kontrolnych nale��cych do takich powierzchni powinien by	 

regularny oraz harmoniczny 
� minimalna liczba punktów kontrolnych umo�liwiaj�ca uzyskanie zamierzonego kszta�tu. 



W przypadku, gdy ��czymy ze sob� dwie powierzchnie klasy A wymagane jest zachowanie 
ci�g�o�ci przynajmniej G1 (zachowanie ci�g�o�ci pozycji i styczno�ci). Gdy jest to mo�liwe 
d��y si� do ci�g�o�ci G2(pozycja, styczno�	 oraz krzywizna), b�d� te� G3 (torsja). 

Proces modelowania powierzchni, które odzwierciedlaj� obudow� d�wigni hamulca 
r�cznego, zostanie rozpocz�ty po wcze�niejszym zaimportowaniu do �rodowiska ICEM Surf 
zdigitalizowanego modelu fizycznego w postaci siatki trójk�tnych elementów 
powierzchniowych, która zosta�a utworzona z chmury punktów – rys.1. Proces digitalizacji 
przeprowadzony zosta� przy pomocy maszyny pomiarowej (skaner laserowy). Model taki 
zorientowany zosta� w przestrzennym uk�adzie wspó�rz�dnych XYZ. Rozwa�any prototyp 
jest symetryczny wzgl�dem p�aszczyzny XZ. 

 

 
 

Rys. 1. Skan zaimportowany do programu ICEM Surf: a) geometria scanu, b) powi�kszenie 
skanu ukazuj�ce siatk� trójk�tów 

 
W kolejnym etapie prac projektowych d��y si� do utworzenia szkieletu modelu poprzez 

wygenerowanie krzywych intersekcji p�aszczyzn, wprowadzanych z okre�lonym przyrostem 
odleg�o�ci wzd�u� trzech kierunków g�ównych X, Y i Z, ze skanem. Warto�	 inkrementu 
powinna zosta	 tak dobrana, aby linie diagnozy w pe�ni odzwierciedla�y kszta�t skanu (rys.2). 
Zaprezentowany powy�ej obiekt zostaje wi�c, w pierwszej kolejno�ci, zast�piony krzywymi 
przekrojowymi (linie diagnozy), z których nast�pnie wygenerowane zostaj� krzywe typu raw 
data (linie warstwicowe). Na nich z kolei tworzone b�d� poszczególne powierzchnie.  

 

 
 

Rys. 2. Efekt procesu próbkowania w postaci linii diagnozy 
 

Warto zaznaczy	, �e linie diagnozy s� danymi pomocniczymi - chwilowo u�ywanymi 
do wygenerowania dalszej geometrii (dane wej�ciowe s�u��ce do uzyskania danych 



„trwa�ych”). S� tworzone zarówno na zdigitalizowanym prototypie, jak równie� 
na modelowanych powierzchniach, dzi�ki czemu u�ytkownik w czasie rzeczywistym posiada 
mo�liwo�	 kontrolowania odleg�o�ci pomi�dzy tymi obiektami (rys.3).  
 

 
 

Rys. 3. Proces modelowania powierzchni polegaj�cy na dopasowywaniu linii diagnozy 
powierzchni bocznej do obiektów typu raw data, które reprezentuj� zdigitalizowany obiekt 

 
Do utworzenia obiektów typu raw data (rys. 3) zosta� wykorzystany proces dyskretyzacji 

linii diagnozy. Proces ten polega� na znalezieniu zbioru punktów le��cych na linii 
przekrojowej, i nast�pnym po��czeniu ich przy pomocy odcinków. Obiekty typu raw data s� 
zbiorami danych „trwa�ych”, które s� baz� do modelowania poszczególnych powierzchni.  

Posiadaj�c baz� w postaci linii warstwic, mo�na przej�	 do procesu, który zwi�zany jest 
z modelowaniem powierzchni rozpatrywanego obiektu. W pocz�tkowej fazie nale�y 
przeanalizowa	 geometri� bry�y i okre�li	 obszary, w których powstan� p�aty powierzchni 
g�ównych oraz szczegó�owych. Powierzchnie g�ówne okre�laj� kszta�t (gabaryty) skanu. 
Powierzchnie szczegó�owe opisuj� wszelkiego rodzaju otwory przet�oczenia, zaokr�glenia 
czy wype�nienia. W celu wygenerowania wspomnianych typów powierzchni stosuje si� 
cz�sto geometryczne elementy pomocnicze, takie jak min. krzywe tworz�ce, krzywe 
kieruj�ce, punkty i krzywe intersekcji p�aszczyzny bazowe i tn�ce (rys. 4.).  

 

 
 

Rys. 4. Powierzchnie: a) g�ówne, b) szczegó�owe, c) geometria pomocnicza 
  

Modyfikacja kszta�tu powierzchni (modelowanie) dokonywana jest przy pomocy punktów 
kontrolnych, które s�u�� do ich opisu. Konstruktor powinien zastosowa	 minimaln� liczb� 



punktów kontrolnych umo�liwiaj�c� uzyskanie zamierzonego kszta�tu. Przyk�adowo 
niemieckie przedsi�biorstwo produkuj�ce samochody osobowe i motory pod mark� BMW 
dopuszcza powierzchnie, do których opisu zastosowano maksymalnie 36 pkt. kontrolnych 
(np. 6x6). Podczas procesu modelowania nale�y pami�ta	, aby wszystkie tworzone 
powierzchnie, ��czone by�y z zachowaniem danej ci�g�o�ci. Efekt prac modelowych 
przedstawiono na rysunku 5a. 

 

       
 

Rys. 5. Zamodelowany obiekt w �rodowisku ICEM Surf 4.6.1: a) model powierzchniowy,  
b) ocena jako�ci powierzchni przy pomocy izofot 

 
3. Ocena powierzchni 
 

Bardzo wa�nym aspektem, o którym nale�y pami�ta	 podczas modelowania, jest 
sprawdzenie jako�ci wygenerowanych powierzchni. Ocena jako�ci powierzchni jest podstaw� 
do zaakceptowania danej konstrukcji, a w przypadku wyst�pienia b��du do dalszej poprawy 
modelu. Metod� u�yt� do oceny zamodelowanych powierzchni jest metoda bazuj�ca na 
izofotach – metoda highlight [1] (rys.5b). Bior�c pod uwag� zaprezentowany highlight 
wyra�nie mo�na zaobserwowa	, �e izofoty nie posiadaj� nag�ych oraz niezamierzonych 
zafalowa�. Przebieg ich jest g�adki co �wiadczy o wysokiej jako�ci zamodelowanych 
powierzchni. 

 
4. Podsumowanie 
 

Metoda komputerowa wykorzystana do zamodelowania elementu nadwozia samochodu 
osobowego, o klasie powierzchni typu A, znacznie skraca czas projektowania, jak równie� 
prowadzi do uzyskania o wiele lepszych rezultatów w porównaniu z metodami modelowymi 
i graficznymi.  
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Streszczenie. W artykule omówiono rodzaje stosowanych po��cze� 
spawanych. Nast�pnie wyznaczono napr��enia metod� analityczn� w 
po��czeniu zak�adkowym. Obliczono napr��enia w tym samym 
po��czeniu programem MSC Patran/Nastran, który wykorzystuje metod� 
elementów sko�czonych. Wyniki numeryczne porównano z 
analitycznymi. 
 
1. Wprowadzenie 
 

Po��czenia spawane jak równie� lutowane, zgrzewane i klejone s� po��czeniami 
nieroz��cznymi bezpo�rednimi, gdy� nie wymagaj� dodatkowych elementów po�rednicz�cych 
[1]. Obci��enia w tych po��czeniach s� przenoszone si�ami spójno�ci czyli kohezji.  

Za pomoc� spawania ��czy	 mo�na stal, �eliwo, niektóre metale i stopy metali kolorowych 
oraz niektóre tworzywa sztuczne. Jako �ród�o energii do topienia spawanych materia�ów 
wykorzystuje si� energi� �uku elektrycznego, promienia gazowego lub wi�zki elektronów.  

Spoina powstaje w wyniku topienia i krzepni�cia stopiwa (dodatkowy materia� dodawany 
do z��cza) oraz jednorodnych materia�ów rodzimych ��czonych elementów. 

Po��czenia spawane ze wzgl�du na konstrukcj� dzieli si� na : 
� czo�owe, 
� pachwinowe, 
� brze�ne, 
� otworowe. 

 

 
 

Rys. 1. Podstawowe elementy spoin 
 

Na rys. 1 zosta�y przedstawione podstawowe elementy spoiny czo�owej i pachwinowej 
gdzie: 1. stopiwo, 2. wtop (warstwa stopionego metalu rodzimego), 3. g��boko�	 wtopienia, 
4. strefa wp�ywów cieplnych w metalu rodzimym, 5. materia� rodzimy, 6.  lico spoiny, 7. gra� 
spoiny, 8. brzeg spoiny. 
 
 
 



2.   Obliczenia analityczne 
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Rys. 2. Po��czenie zak�adkowe 
 

Na rys. 2 zosta�o przedstawione po��czenie zak�adkowe, sk�adaj�ce si� z dwóch blach 
po��czonych dwoma spoinami pachwinowymi. Poniewa� d�ugo�	 ka�dej ze spoin jest 
wi�ksza od odleg�o�ci mi�dzy nimi (d > c),  to w po��czeniu zastosowano wy��cznie spoiny 
pod�u�ne. Blachy zosta�y wykonane ze stali 18G2 o granicy plastyczno�ci Re = 350 MPa i 
wytrzyma�o�ci obliczeniowej fd = 305 MPa. Po��czenie jest rozci�gane si��  F. 

Wytrzyma�o�	  po��czenia spawanego oblicza si� na podstawie normy przedmiotowej PN-
90/B-03200 Konstrukcje stalowe. Obliczenia statyczne i projektowanie [2].

 

 
 

Rys. 3. Stan napr��e� w spoinie pachwinowej 
 
Rys. 3 przedstawia stan napr��e� w spoinie pachwinowej gdzie: ��  - napr��enie normalne 

prostopad�e do p�aszczyzny przekroju niebezpiecznego, �� - napr��enie styczne równoleg�e 
do p�aszczyzny przekroju niebezpiecznego i prostopad�e, do osi spoiny, � �  - napr��enie 
styczne równoleg�e do p�aszczyzny przekroju niebezpiecznego i do osi spoiny [3]. 

Grubo�ci� obliczeniow� spoiny pachwinowej a jest wysoko�	 trójk�ta równoramiennego 
wpisanego w przekrój spoiny (rys. 3) 
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gdzie: k jest wspó�czynnikiem zale�nym od granicy plastyczno�ci. 
W przekroju wyst�puj� tylko napr��enia styczne � �  wi�c warunek upraszcza si� do 

� � �2 23 0,85 3*8,1 11,9 305k MPa� 	 	 �� �MPa                                (5) 
Warunek no�no�ci spoiny zosta� spe�niony.  
 
3.   Obliczenia numeryczne 
 

 
 

Rys. 4. Model numeryczny 
 

Rys. 4 przedstawia model numeryczny po��czenia zak�adkowego sk�adaj�cego si� z 10272 
elementów sko�czonych. Obliczenia wykonano dwukrotnie z wykorzystaniem elementów 
bry�owych 8 - w�z�owych i 20 - w�z�owych. Blachy oraz spawy wykonano ze stali 18G2 o 
w�asno�ciach: modu� Younga 2,05 GPa i liczba Poissona 0,3.   
 

 
 

Rys. 5. Rozk�ad napr��e� redukowanych  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 a) 

c) 

b)

 
Rys. 6. Rozk�ad napr��e� redukowanych w przekroju: a) A-A, b) B-B, c) niebezpiecznym 

 
Na rys. 5 i 6 zosta�y przedstawione rozk�ady napr��e� redukowanych Hubera – Misesa. 

Napr��enia rozk�adaj� si� w sposób nierównomierny. W pobli�u spoiny dochodzi do 
spi�trzenia napr��e�. Najmniejsze napr��enia wyst�puj� w w�z�ach najbardziej oddalonych 
od brzegu spoiny.  
 
4.   Analiza wyników 
 

W tabeli 1 zosta�y porównane wyniki oblicze� analitycznych (równ. 5) i numerycznych w 
przekroju niebezpiecznym (rys. 5). Wyniki numeryczne zosta�y obliczone jako �rednia 
arytmetyczna napr��e� redukowanych w przekroju niebezpiecznym (rys. 6c). Wyniki 
numeryczne s� zbli�one do analitycznych. Ró�nica w wynikach dla elementu 8 - w�z�owego 
wynosi 7,9%, natomiast  dla elementu 20 – w�z�owego wynosi 3,3%. Dok�adno�	 oblicze� 
wzrasta ze wzrostem liczby w�z�ów w elemencie. 

  
Tabela 1. Porównanie wyników oblicze� 

 
 Analityczne MES 8 - w�z�owy MES 20 - w�z�owy 

Napr��enia � �  11,9 MPa 10,9 MPa 12,3 MPa 
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Artyku� po�wi�cony jest wizualizacji modeli oraz wyników metody 
elementów sko�czonych oraz dynamiki molekularnej. Przedstawia 
podstawowe informacje dotycz�ce biblioteki graficznej. Zawarte w nim s� 
równie� informacje dotycz�ce algorytmu wizualizacji oraz przyk�adowe 
modele. 

1. Wprowadzenie  

Zadaniem aplikacji jest wizualizacja modeli oraz wyników oblicze� szukanych metod� 
elementów sko�czonych (MES) [2] oraz dynamik� molekularn� (MD) [4]. Analiza umo�liwia 
poruszanie si� w otoczeniu modelu i obserwowanie rozk�adu napr��e� w wybranych przez 
u�ytkownika przekrojach. Aplikacja wizualizuje wyniki oblicze� ci�g�ych, jakimi s� szukane 
warto�ci MES oraz wyniki oblicze� dyskretnych, jakimi s� wyniki szukane u�ywaj�c MD.  

J�zykiem programowania wybranym do realizacji tego zadania jest C++. Dzi�ki swojej 
uniwersalno�ci daje mo�liwo�	 zaprogramowania wszystkich elementów aplikacji – takich 
jak wczytywanie danych, obs�uga zdarze� urz�dze� peryferyjnych, przetwarzanie danych 
modelu, obliczenia zwi�zane z wy�wietlaniem geometrii elementów jak i ich wy�wietlanie za 
pomoc� biblioteki OpenGL.   

OpenGL (Open Graphics Library) [1] jest bibliotek� s�u��c� do tworzenia grafiki dwu i 
trójwymiarowej w j�zyku wysokiego poziomu. Jest to interfejs pomi�dzy programistom 
wysokopoziomowym  a sprz�tem (w j�zyku angielskim API - application programmer's 
interface). OpenGL umo�liwia efektywne wykorzystanie zasobów sprz�towych, a 
jednocze�nie zwalnia programist� z konieczno�ci uwzgl�dniania specyfiki konkretnego 
sprz�tu podczas tworzenia oprogramowania. 

OpenGL daje prosty, bezpo�redni dost�p do podstawowych obiektów i operacji grafiki 
trójwymiarowej. Pozwala operowa	 na punktach, liniach i wielok�tach, dokonywa	 
przekszta�ce� takich jak rzutowanie perspektywiczne, translacje, obroty i skalowania, 
wykonuje obliczenia zwi�zane z o�wietleniem, odwzorowaniem tekstur i przes�anianiem 
powierzchni. Umo�liwia pos�ugiwanie si� tak obiektami geometrycznymi dwu i 
trójwymiarowymi, jak i dwuwymiarowymi obrazami, pozwalaj�c na swobodne ��czenie obu 
technik do takich celów jak teksturowanie, czy umieszczanie obiektów geometrycznych na tle 
gotowych obrazów. 

2. Metoda elementów sko�czonych 
  

 Element sko�czony jest podobszarem zdyskretyzowanego kontinuum. Jego wymiar jest 
sko�czony, a jego kszta�t jest zwykle prostszy od kszta�tu geometri modelu, który jest 
idealizowany. Najwa�niejsz� cech� metody elementów sko�czonych (lub metody elementu 
sko�czonego) jest mo�liwo�	 zast�pienia problemu analitycznego, zapisywanego za pomoc� 
równa� ró�niczkowych, problemem algebraicznym. Zabieg ten znacznie upraszcza 
post�powanie prowadz�ce do rozwi�zania problemu, a w wielu przypadkach, szczególnie w 



zastosowaniach rzeczywistych problemów in�ynierskich umo�liwia w ogóle znalezienie 
satysfakcjonuj�cych wyników [3]. 
 Najcz��ciej spotykanymi p�askimi elementami sko�czonymi s� elementy trójk�tne i 
czworoboczne (Rys. 1), natomiast przestrzennymi – czworo�ciany i sze�cio�ciany.  
 

 
 

Rys. 1 Wizualizacja MES – elementy p�askie czworoboczne 
 
3. Dynamika molekularna 
 
 Dynamika molekularna (MD) jest komputerow� symulacj� w której atomy i moleku�y 
mog� oddzia�ywa	 na siebie przez krótki czas wed�ug znanych praw fizyki. Poniewa� uk�ady 
molekularne zazwyczaj zawieraj� olbrzymi� liczb� cz�steczek jest niemo�liwe znalezienie 
w�a�ciwo�ci tak z�o�onego uk�adu analitycznie. Symulacje MD omija ten problem 
wykorzystuj�c metody numeryczne. Symulacje te przedstawiaj� po��czenie pomi�dzy 
eksperymentami laboratoryjnymi a teori� i mog� by	 rozumiane jako „wirtualne 
eksperymenty”. MD bada zwi�zek pomi�dzy molekularn� struktur�, przemieszczeniami i 
funkcjami. Molekularna dynamika jest metod� multidyscyplinarn�. Jej prawa wywodz� si� z 
matematyki, fizyki i chemii a jej algorytmy wywodz� si� z informatyki i teorii informacji [4]. 
 



 
 

Rys. 2. Wizualizacja MD - uk�adu 32000 atomów w jednym z kroków czasowych 
 

4. Opis aplikacji 
  
 G�ówne zadania wykonywane przez opisywan� aplikacj�: 

� Wczytywanie danych modelu z pliku 
� Obs�uga urz�dze� peryferyjnych – myszka, klawiatura 
� Obs�uga urz�dzenia „space mouse” s�u��cego do poruszania w trójwymiarowym 

�rodowisku   
� Wy�wietlanie modelów MES i MD (Rys.3) 
� poruszanie si� w trójwymiarowej przestrzeni  
� wy�wietlanie cz��ci modelu ograniczonego p�aszczyzn� oraz zmiana po�o�enia tej 

p�aszczyzny  
 

 
 

Rys. 3. Wizualizacja MES i MD 
 



 W programie wyst�puje g�ówna p�tla (Rys. 4) w której znajduje si� blok wy�wietlaj�cy 
obci�ty model, oraz bloki odpowiedzialne za zmian� po�o�enia pola widzenia u�ytkownika i 
zmian� parametrów p�aszczyzny ci�cia. 
 

 
 

Rys. 4. Uogólniony schemat blokowy aplikacji 
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Streszczenie. W obecnej dobie szybkiego rozwoju technik 
informatycznych nast�puje dynamiczny wzrost zainteresowania 
zastosowaniem informatyki jako narz�dzia wspomagaj�cego prac� 
lekarzy. W pracy opisano metod� tworzenia modelu numerycznego ko�ci 
ze zmianami osteoporotycznymi na podstawie tomogramów z TK. W 
dalszej kolejno�ci, wykorzystuj�c programy bazuj�ce na metodzie elementów sko�czonych 
(np. MSC.Patran) , model mo�e pos�u�y	 do wyznaczenia stanu napr��enia i odkszta�cenia w 
strukturach kostnych os�abionych w wyniku wyst�pienia osteoporozy.  

1. Wprowadzenie 

Osteoporoza nale�y do najcz�stszych schorze� wspó�czesnego spo�ecze�stwa. Obecnie 
funkcjonuj� równolegle dwie definicje osteoporozy. Pierwsza z nich okre�la osteoporoz� jako 
chorob� uk�adow� szkieletu charakteryzuj�c� si� nisk� mas� kostn�, zaburzeniem 
mikroarchitektury i zwi�kszon� �amliwo�ci� ko�ci. Druga definicja mówi, i� osteoporoza jest 
chorob� szkieletu charakteryzuj�ca si� upo�ledzeniem wytrzyma�o�ci ko�ci, co powoduje 
zwi�kszone ryzyko z�amania. Wytrzyma�o�	 ko�ci przede wszystkim odzwierciedla g�sto�	 
mineralna w po��czeniu z jako�ci� ko�ci [2]. 

 
2.   Metoda uwzgl	dniania zmian osteoporotycznych 

 
Stosowane do oceny g�sto�ci ko�ci metody densytometryczne opieraj� si� na opisanym 

przez prawo Lamberta-Beera zjawisku os�abienia wi�zki promieniowania w trakcie 
przechodzenia przez badany obiekt. W trakcie badania cz��	 promieniowania zostaje 
poch�oni�ta oraz rozproszona. Nat��enie wykorzystanego w detektorze promieniowania 
zale�y od grubo�ci ko�ci i zawarto�ci minera�ów, przy czym nat��enie promieniowania jest 
odwrotnie proporcjonalne do ich zawarto�ci. 

Wspó�cze�nie w badaniach masy kostnej stosuje si� nast�puj�ce metody [1]: 
 

1. Absorpcjometria radiologiczna RA (Rentgen Absorptiometry) 
2. Absorpcjometria rentgenowska jednoenergetyczna SXA  
3. Absorpcjometria rentgenowska dwuenergetyczna DXA  
4. Ilo�ciowa tomografia komputerowa QCT  
5. Ilo�ciowa ultrasonografia QUS (Quantitative Ultrasonography) 

 
Obecnie obowi�zuj�cym standardem w rozpoznawaniu osteoporozy jest pomiar g�sto�ci 

ko�ci (BMD) metod� DXA w szyjce ko�ci udowej (bli�szym ko�cu ko�ci udowej) lub 
kr�gos�upie [2]. 

Aparaty densytometryczne wyposa�one s� w programy pozwalaj�ce porówna	 wynik 
badanego pacjenta do normy w postaci procentów oraz wska�ników „T-score” i „Z-score”. 



Wska�nik ”Z” oznacza o ile wynik badania danego chorego ró�ni si� od �redniej BMD dla 
grupy w tym samym wieku. Wska�nik „T” porównuje ten wynik do BMD grupy w wieku 30-
35 lat, kiedy szkielet cz�owieka osi�ga mas� szczytow�. 
Na podstawie warto�ci wska�nika „T”  przyj�to nast�puj�ce kategorie diagnostyczne [3]: 

 
Tabela 1. Diagnostyka osteoporozy na podstawie wska�nika T-score 

 
Rozpoznanie T-score 

Norma + 1.0 - - 1.0 

Osteopenia - 1.0 - -2.4 

Osteoporoza - 2.5 

Ci��ka OP - 2.5 i jedno lub wi�cej z�ama� 

 
Kr�gos�up, nasady i przynasady zbudowane s� przede wszystkim z ko�ci beleczkowej. 

Post�puj�cy w osteoporozie zanik beleczkowania jest podstaw� pó�ilo�ciowej oceny 
osteoporozy (wg Singha). Metoda ta okre�la zanik ko�ci w stopniach  6-1 [1]: 

stopie� 6 – struktura idealna z obecno�ci� wszystkich grup beleczkowania 
stopie� 5 – pojawia si� zanik w trójk�cie Warda 
stopie� 4 – zanika wtórne beleczkowanie kompresyjne, nieprzerwane pasmo beleczek   

rozci�gowych 
stopie� 3 – osteoporoza, przerwane beleczkowanie rozci�gowe, ale jeszcze zauwa�alne 
stopie� 2 – osteoporoza, brak beleczkowania rozci�gowego 
stopie� 1 – osteoporoza, resztki beleczkowania kompresyjnego. 

 

                              
Rys. 1. Radiogram bli�szego ko�ca chorej ko�ci udowej [5] 

 
3.   Program tworz�cy model numeryczny na podstawie zdj	
 radiologicznych 
 

Na potrzeby opisywanego zagadnienia zosta� napisany w j�zyku C++ program, który 
automatycznie tworzy geometri� prze�wietlonej ko�ci w postaci siatki programu NASTRAN, 
wraz z odpowiednimi w�a�ciwo�ciami materia�owymi. Aby mo�liwe by�o uzyskanie 
trójwymiarowego obiektu, niezb�dne jest prze�wietlenie ko�ci w kilkunastu – równo 
oddalonych od siebie – warstwach. W badanym przyk�adzie miednica zosta�a prze�wietlona w 
36 p�aszczyznach. 



Program wykorzystuje fakt, i� ka�dy odcie� koloru badanego zdj�cia odpowiada danej 
g�sto�ci ko�ci. Skanuje on wi�c zdj�cie piksel po pikselu  pocz�wszy od pierwszej linii po 
ostatni� i przypisuje odpowiedni� warto�	 odcienia szaro�ci z zakresu 0 – 255, gdzie 0 
odpowiada kolorowi czarnemu (nie ma elementu) a 255 kolorowi bia�emu (element o 
maksymalnej g�sto�ci). Jeden piksel to jeden element o indywidualnych w�a�ciwo�ciach 
materia�owych. 

Rys. 2. Program tworz�cy model 3D ze zdj�	 radiologicznych 

Aby powsta� prawid�owy model numeryczny, zdj�cia musz� by	 odpowiednio 
przygotowane. Nale�y z nich usun�	 wszystkie zb�dne informacje (napisy, podzia�k�, 
elementy innych ko�ci) oraz zamieni	 t�o na kolor czarny. W przeciwnym wypadku program 
rozpozna je jako obiekty o ma�ej g�sto�ci i we�nie pod uwag� przy tworzeniu geometrii. 

a) b) 

Rys. 3. Przyk�adowe zdj�cia radiologiczne wykorzystane w programie: 
 a) zdj�cia oryginalne b) zdj�cia poprawione 



Plik wyj�ciowy programu generowany jest wed�ug specyfikacji zawartej w przewodniku 
„MSC Nastran 2007 – quick reference guide”. Dzi�ki temu mo�liwe jest utworzenie 
prawid�owej geometrii modelu oraz nadanie odpowiednich w�a�ciwo�ci materia�owych dla 
ka�dego voxela (najmniejszego elementu przestrzeni). Przyk�adowy fragment siatki programu 
NASTRAN wygl�da nast�puj�co: 

 
GRID             1          252.00  351.00   10.00 
PSOLID         1       1       0 
MAT1,1,549019607.843137,,0.300000 
 
gdzie: 

GRID - definiuje po�o�enie siatki punktów, kierunki ich przemieszcze� oraz ich sta�e 
jednopunktowe ograniczenia 

PSOLID - definiuje w�a�ciwo�ci elementu bry�owego 
MAT1 - definiuje w�a�ciwo�ci materia�owe dla liniowych, izotropowych, materia�ów 
 

Tabela 2. Przyk�adowa struktura komendy 
 MID – numer identyfikacyjny materia�u

E – modu� Younga 1 2 3 4 5 
MAT1 MID E G NU G – modu� �cinania 

NU – wspó�czynnik Poissona 
 

4.   Model numeryczny 
 
Maj�c gotowe siatki z geometri� i w�a�ciwo�ciami materia�owymi ka�dej z warstw, nale�y 

zaimportowa	 je do programu PATRAN. Kolejne warstwy nale�y importowa	 po sobie bez 
wykonywania dodatkowych czynno�ci. Program automatycznie dodaje warstwy na 
odpowiedniej wysoko�ci oraz  numeruje  w�z�y i elementy by te by�y kontynuacj� 
poprzednich. 

 
Rys. 4. Gotowy model zaimportowany do programu PATRAN 
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MODELOWANIE CZ�STO�CI DRGA� W�ASNYCH P�YTY KO�OWEJ 
TRANSWERSALNIE IZOTROPOWEJ 

 
 
ANDRZEJ KATUNIN 
Mechanika i Budowa Maszyn, MB2, 5 rok 
 
Streszczenie. Rozpatruje si� p�yt� ko�ow� z laminatu. W pracy 
zaproponowano okre�lenie cz�sto�ci w�asnej drga� osiowosymetrycznych 
cienkiej p�yty ko�owej transwersalnie izotropowej utwierdzonej na 
obwodzie na podstawie metody funkcji wp�ywu Cauchy’ego. Metoda 
zosta�a zweryfikowana modelem numerycznym oraz eksperymentalnie. 
Ze wzgl�du na poprawno�	 wyników teoretycznych i eksperymentalnych 
mo�e ona by	 zastosowana do detekcji uszkodze� w kompozytach. 

 
1. Sformu�owanie zagadnienia w�asnego dla p�yty izotropowej 
 

Cienka p�yta ko�owa o promieniu R i sztywno�ci walcowej D0 mo�e by	 opisana za 
pomoc� zale�no�ci (1), gdzie grubo�	 p�yty h jest funkcj� pot�gow� zmiennej promieniowej r 
w ogólnym przypadku. W przypadku niezmiennej grubo�ci p�yty R = r, czyli D0, h0 = const, 
parametr grubo�ci m = 0 [1]. 
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Zagadnienie swobodnych drga� osiowosymetrycznych p�yty utwierdzonej na brzegu 
sprowadza si� do rozwi�zania zagadnienia brzegowego [2]: 
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gdzie: u – amplituda ugi�cia, u = u(r), � - g�sto�	, � - parametr cz�sto�ci, � - wspó�czynnik 
Poissona, E – modu� Younga. 

Bior�c pod uwag� niezmienn� grubo�	 p�yty (m = 0) operator ró�niczkowy (4) przyjmuje 
posta	 (5). 
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Po przyrównaniu operatora ró�niczkowego do zera i rozwi�zaniu otrzymanego równania 
uzyskuje si� cztery niezale�ne pierwiastki, na podstawie których buduje si� funkcj� wp�ywu. 
Przy sta�ej grubo�ci p�yty funkcja wp�ywu ma nast�puj�c� posta	 [1]: 
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Upraszcza si� wtedy równanie (2), do postaci liniowej. Nast�pnie wyznaczane s� cz�ony 
szeregów pot�gowych z zale�no�ci (7) i (8). Posta	 zamkni�t� szeregów pot�gowych mo�na 
zapisa	 za pomoc� wzorów (9) [3]. 
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Maj�c rozwi�zanie równania (2) ograniczone w zerze, szeregi (7) oraz funkcje (8) 
otrzymuje si� równanie (10), na podstawie którego buduje si� wyznacznik charakterystyczny, 
który rozwija si� w szereg charakterystyczny (11). 
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Z równania (11) obliczane s� wspó�czynniki a, z których oblicza si� dwustronne estymatory 
wspó�czynnika cz�sto�ci drga� w�asnych na podstawie wzorów Bernsteina-Kieropiana [4]: 
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Na podstawie estymatorów wspó�czynnika cz�sto�ci podstawowej oblicza si� cz�sto�	 
w�asn� drga� p�yty ze wzoru (13). 
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2. Modelowanie drga� p�yty transwersalnie izotropowej 

 
W przypadku transwersalnej izotropii model drganiowy zmienia si� pod wzgl�dem 

konstrukcji sztywno�ci walcowej D, która przyjmuje posta	 macierzy [5]: 
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z – odleg�o�	 rozpatrywanej warstwy od linii �rodkowej laminatu. Wówczas macierz 
spr��ysto�ci Q przyjmuje posta	 (16) [6], indeksy przy sta�ych materia�owych oznaczaj� 
kierunki rozpatrywanej warstwy. Przy uwzgl�dnieniu k�tów obrotu warstwy wzgl�dem 
globalnego uk�adu wspó�rz�dnych nale�y wprowadzi	 macierz cosinusów (17), która pozwala 
na transformacj� sta�ych materia�owych [6]. 

� �

�
�
�
�
�
�
�
�




�

�
�
�
�
�
�
�
�

�




��

��

	

G

EE

EE

Q

00

0
11

0
11

2112

2

2112

221

2112

221

2112

1

����
�

��
�

��

. (16) 



� �
�
�
�




�

�
�
�

�




��
�	

((((((
((((
((((

22

22

22

sincoscossincossin
cossin2cossin

cossin2sincos
T . (17) 

Uwzgl�dniaj�c powy�sze wzory mo�na zapisa	 wzór dla sztywno�ci pojedynczej warstwy 
laminatu symetrycznego typu „angle-ply”: 
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oraz sztywno�ci ca�ego laminatu 
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która jest przedstawiona w postaci sumy �rednich arytmetycznych sztywno�ci warstw w 
kierunkach g�ównych. 

Cz�sto�	 w�asna drga� p�yty transwersalnie izotropowej wyra�a si� wzorem (20), gdzie 
wspó�czynnik cz�sto�ci podstawowej � = 10,214 [7], �z – g�sto�	 zast�pcza, obliczana na 
podstawie udzia�ów obj�to�ciowych sk�adników laminatu. 
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Cz�stotliwo�	 drga� w Hz otrzymuje si� po podzieleniu (20) przez 2�. 
W celu porównania wyników z analiz� numeryczn� i wynikami eksperymentu do modelu 

nale�y wprowadzi	 mas� skupion� w �rodku p�yty, która zast�puje czujnik w eksperymencie, 
gdy�, jak pokazuj� wcze�niejsze badania [1], wywiera ona istotny p�yw na cz�sto�	 w�asn� 
drga�. Masa skupiona mo�e by	 uwzgl�dniona w zale�no�ci [8]: 
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gdzie: � – wspó�czynnik cz�sto�ci, D – sztywno�	 p�yty, � – masa w�a�ciwa, h – grubo�	 
p�yty, R – promie� p�yty. Warto�ci wspó�czynnika � mo�na odczyta	 z tabeli [8], wyznaczane 
s� one na podstawie stosunku masy skupionej do masy p�yty: m / M. 

 
3. Numeryczna i eksperymentalna weryfikacja modelu analitycznego 

 
Modelowanie numeryczne by�o przeprowadzone za pomoc� oprogramowania 

MSC.Patran/Nastran. Uk�ad zamodelowano jako dwuwymiarowy, na którym utworzono 
siatk� 1380 elementów sko�czonych typu Quad4 2DShell z dodatkowym elementem typu 
0Dmass imituj�cym mas� skupion� o warto�ci 0,03 kg. Na�o�ono warunek brzegowy w 
postaci utwierdzenia na brzegu p�yty. W�asno�ci materia�owe (E1 = 38,283 GPa, E2 = 10,141 
GPa, G12 = 3,533 GPa, 
12 = 0,366) zadano przy pomocy modu�u Laminate Builder, co 
pozwoli�o na uwzgl�dnienie k�tów obrotu warstw w laminacie. 

Zaproponowany model analityczny zweryfikowano eksperymentalnie w Zamiejscowym 
Wydziale Mechanicznym Politechniki Bia�ostockiej w Suwa�kach dzi�ki uprzejmo�ci dra hab. 
in� Jerzego Jaroszewicza. P�yt� utwierdzono za pomoc� �rub i wzbudzono wzbudnikiem 
elektromagnetycznym. Badania przeprowadzono z zastosowaniem metody rezonansowej oraz 
impulsowej. Wyniki odczytano z charakterystyk FFT uzyskanych z akcelerometru w �rodku 
p�yty za pomoc� analizatora drga� KSD-400. Zestawienie wyników teoretycznych i 
eksperymentalnych przedstawiono w Tablicy 1. Porównano tak�e cz�sto�	 w�asn� drga� p�yty 
z uszkodzeniami oraz bez uszkodze�. Uszkodzenia by�y wprowadzone w postaci p�kni�	 
matrycy. Wyniki bada� zestawiono w Tabeli 2. Próbki zosta�y wykonanie nieodp�atnie dzi�ki 
dr in�. Paw�owi Kostce przez Institut für Leichtbau und Kunststofftechnik, TU Dresden. 



Tabela 1. Wyniki teoretyczne i eksperymentalne cz�sto�ci w�asnej drga� p�yty 
 

Metoda analityczna Metoda numeryczna Metoda rezonansowa B��d bezwzgl�dny  
1tf  [Hz] 2tf  [Hz] 1ef  [Hz] 11 et �)  [%] 21 tt �)  [%] 

213,46 220,91 218,95 2,57 3,37 
 

Tabela 2. Porównanie cz�sto�ci w�asnych drga� p�yty z uszkodzeniami oraz bez uszkodze� 
 

P�yta nieuszkodzona P�yta uszkodzona Ró�nica bezwzgl�dna (p�yta 
uszkodzona i nieuszkodzona) 

Metoda 
rezonansowa 

Metoda 
impulsowa 

Metoda 
rezonansowa 

Metoda 
impulsowa 

Rezonansowa -
rezonansowa 

Impulsowa-
impulsowa 

rezf _0  [Hz] impf _0  [Hz] rezuf _  [Hz] impuf _  [Hz] rr�)  [%] ii�)  [%] 
218,95 222,94 236,94 218,95 8,22 1,79 

 
4. Podsumowanie 
 

Zaproponowany model analityczny cechuje si� podobie�stwem wyników z modelem 
numerycznym i eksperymentalnym. W zastosowaniu do detekcji uszkodze� model mo�e 
s�u�y	 jako odniesienie do uk�adu bez uszkodze�. Zastosowanie szybkiej transformaty 
Fouriera do oceny cz�sto�ci w�asnej mo�e by	 ograniczone w przypadkach bardzo ma�ych 
uszkodze�, np. mikrop�kni�	. Planuje si� zastosowanie analizy falkowej do 
eksperymentalnego wyznaczenia cz�sto�ci drga� w�asnych w celu zwi�kszenia dok�adno�ci. 
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O MODELOWANIU TEMPERATURY SAMOWZBUDNEJ W LAMINACIE 
 

 
ANDRZEJ KATUNIN 
Mechanika i Budowa Maszyn, MB2, 5 rok 
 
Streszczenie. W niniejszej pracy poruszono zagadnienie generowania 
temperatury samowzbudnej powstaj�cej mi�dzy warstwami laminatu. 
Wyznaczono temperatur� zeszklenia �ywicy epoksydowej w laminacie, 
opracowano i zaprezentowano model numeryczny do wyznaczenia 
przebiegu temperatury samowzbudnej w czasie oraz funkcj� 
aproksymuj�c� otrzymane wyniki temperaturowo-czasowe. Oszacowano 
przybli�ony czas wzrostu temperatury do temperatury zeszklenia badanego laminatu. 

 
1. Sformu�owanie zagadnienia 

 
Rozpatrywany jest model p�yty prostok�tnej z symetrycznego transwersalnie izotropowego 

24-warstwowego laminatu epoksydowo-szklanego.  Warstwy laminatu s� obrócone 
wzgl�dem globalnego uk�adu wspó�rz�dnych i mog� by	 przedstawione przy pomocy wzoru 
strukturalnego: [0 / 60 / -60 / -60 / 60 / 0]4S. U�o�enie warstw ilustruje Rys.1. 

 

 
 

Rys.1. Struktura u�o�enia warstw w laminacie 
 
Temperatura samowzbudna, powstaj�ca na skutek tarcia mi�dzywarstwowego w laminacie 

ma istotny wp�yw na zachowanie laminatu, w tym na jego wytrzyma�o�	. Z tego wzgl�du, w 
pracy podj�to badania pola temperatury w funkcji czasu. W analizie ograniczono si� do 
zbadania przedzia�u wzrostu temperatury w zakresie pomi�dzy temperatur� pokojow� a 
temperatur� zeszklenia. W stanie szklistym �a�cuchy polimerowe s� ze sob� spl�tane, dlatego 
w tym przedziale zachowanie laminatu mo�e by	 opisane modelem Hooke’a. Po przej�ciu 
temperatury zeszklenia zachowanie laminatu mo�na opisa	 modelem lepkospr��ystym [1], co 
skutkuje przede wszystkim spadkiem modu�u Younga i nie jest po��danym zjawiskiem ze 
wzgl�du eksploatacji laminatu jako elementu konstrukcyjnego. 

 
2. Wyznaczenie temperatury zeszklenia 

 
W celu wyznaczenia temperatury zeszklenia �ywicy epoksydowej w laminacie 

przeprowadzono badania metod� ró�nicowej kalorymetrii skaningowej przy pomocy 
termoanalizatora DSC 822e Mettler Toledo i oprogramowania STARe. Pomiary by�y 
realizowane przy sta�ym przyro�cie temperatury 10 0C/min i masie badanego materia�u 8,29 
mg. Wyniki bada� w postaci termogramu zosta�y przedstawione na Rys.2. Temperatura 
zeszklenia jest �rodkiem odcinka przej�cia fazowego zaznaczona na Rys.2. jako „Glass 
transition midpoint”. 

 



 
 

Rys.2. Termogram z zaznaczonymi temperaturami zeszklenia 
 

3. anie modelu numerycznego oraz przeprowadzenie analizy 

o modelowania i analizy numerycznej zjawiska u�yto oprogramowania Marc/Mentat. 
Za

Tabela 1. Wspó�czynniki macierzy spr��ysto�ci dla ró�nych k�tów obrotu warstw laminatu 

K�t obrotu C11 C12 C C33 C44 C66

Definiow
 
D
modelowano belk� o wymiarach 400x50x5,28 mm, gdzie grubo�	 jednej warstwy wynosi 

0,22 mm. Model geometryczny podzielono na siatk� 4800 bry�owych elementów 
sko�czonych o wymiarach 5x5x0,22 mm o w�a�ciwo�ciach na�laduj�cych zachowanie 
pow�oki i uwzgl�dniaj�cych przyrost temperatury na skutek tarcia. Elementy te by�y wybrane 
w celu wyeliminowania du�ej ró�nicy pomi�dzy wymiarami elementów. Materia� zosta� 
zdefiniowany za pomoc� modelu anizotropowego w oprogramowaniu Marc/Mentat, co 
pozwoli�o na dok�adne odwzorowanie modelu transwersalnie izotropowego poprzez 
zdefiniowanie macierzy spr��ysto�ci, charakterystycznej dla danego przypadku. Dla sta�ych 
materia�owych laminatu (E1 = 38,283 GPa, E2 = 10,141 GPa, G12 = 3,533 GPa, 
12 = 0,366) 
otrzymano wspó�czynniki macierzy spr��ysto�ci w zale�no�ci od k�tu obrotu warstwy. 
Warto�ci ww. wspó�czynników zestawione s� w Tabeli 1. Zdefiniowano równie� 
charakterystyki termomechaniczne materia�u. Zastosowano izotropowy model przep�ywu 
ciep�a, w którym wspó�czynniki termomechaniczne wynosi�y: wspó�czynnik przewodzenia 
ciep�a 0,29 W/m2K [2], ciep�o w�a�ciwe 1286 J/kgK [3], g�sto�	 1180 kg/m3 [2]. 
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W modelu za�o�ono trzy typy warunków brzegowych. Przy�o�ono utwierdzenie w w�z�ach 
na jednym z boków modelu (odebrano mo�liwo�	 przemieszcze� w osiach X, Y i Z), si�y 
skupione przy�o�one naprzemiennie sinusoidalnie w w�z�ach na przeciwleg�ym boku od 
utwierdzenia o warto�ciach maksymalnych 5,3 N oraz -5,3 N odpowiednio oraz warunek 



termiczny typu „plastic heat generation” przy�o�ony w w�z�ach pomi�dzy warstwami, 
warunek ten pozwala na uzyskiwanie temperatury na skutek tarcia. 

Warunki kontaktu pomi�dzy warstwami za�o�ono nast�puj�co. Ka�d� warstw� laminatu 
zd

arto�ci 293 K i zastosowano 
go

90 
cy

efiniowano jako cia�o odkszta�calne ze wspó�czynnikiem tarcia 0,15 [4] gdzie jako model 
tarcia przyj�to model Coulomba typu stick-slip. Jako typ kontaktu wybrano „touching”, gdy� 
pozwala on na uwzgl�dnienie przemieszcze� warstw oraz tarcia. 

Zdefiniowano warunek pocz�tkowy w postaci temperatury o w
 do wszystkich w�z�ów modelu. Analiz� zdefiniowano jako termomechaniczn� quasi-

statyczn�, do oblicze� u�yto pe�nego iteracyjnego algorytmu Newtona-Raphsona. Czas 
analizy ustawiono na 1000 s oraz zastosowano adaptacyjny krok czasowy z nast�puj�cymi 
parametrami: pocz�tkowy krok czasowy 0,00025, minimalny krok czasowy 0,000025, 
maksymalny krok czasowy 0,00025, wspó�czynnik t�umienia 0,0002, liczba cykli w kroku 20. 
Za�o�ono mo�liwo�	 du�ych odkszta�ce�, czyli przyj�to model geometrycznie nieliniowy. 

Analiz� przeprowadzono dla 4000 kroków czasowych (co odpowiada 1000 s) w 260
klach. Map� rozk�adu temperatur w warstwach laminatu przedstawiono na Rys.3. 
 

 
 

Rys.3. Mapa rozk�adu temperatury samowzbudnej w laminacie po czasie 1000 sekund 
 

o przeprowadzeniu analizy zaobserwowano quasi-liniowy nieznaczny przyrost 
tem

P
peratury o warto�ci 0,8068 K. Na podstawie otrzymanych wyników wnioskowanie o 

charakterze wzrostu temperatury nie jest mo�liwe. Ze wzgl�du na czasoch�onno�	 oblicze� 
oraz zwi�kszenie kroku czasowego prowadzenie analizy dla d�u�szego czasu równie� nie jest 
mo�liwe. Dla przybli�enia charakteru zmian zastosowano aproksymacj� funkcj� 
eksponencjaln� otrzymanych wyników, co wynika z fizyki zjawiska. Do aproksymacji u�yto 
modu�u Optimization pakietu Maple. Pod uwag� brano najwy�sz� temperatur�, jaka 
wyst�powa�a w kolejnych krokach oblicze� numerycznych. Funkcja aproksymuj�ca dla 
danego przypadku przybra�a posta	 (1), gdzie a, b, c – sta�e, n – liczba cykli. 

� �cnbaT ��	 exp . (1) 
Po wygenerowaniu residuów zastosowano funkcj�, aproksymuj�c� z u�yciem metody 

najmniejszych kwadratów. Otrzyman� charakterystyk� zmian temperatury (Rys.4) mo�na 
opisa	 zale�no�ci� T = 327,04 – 34,04·exp(–0,000023987n). 



 
 

Rys.4. Charakter zmian temperatury samowzbudnej w laminacie otrzymany z aproksymacji  
 
Dane z analizy numerycznej porównano z otrzyman� funkcj� i uzyskano maksymalny b��d 

a
lam nat osi�ga temperatur� zeszklenia i wynosi on 560000 s. 

zereg przeprowadzonych oblicze� i bada� daje mo�liwo�	 wst�pnej oceny charakteru 
amowzbudnej w laminacie. Po pomy�lnej weryfikacji eksperymentalnej 

odelu mo�e on s�u�y	 podstaw� do zbudowania zm�czeniowego modelu matematycznego 
dla

utor wyra�a wdzi�czno�	 dr in�. Grzegorzowi Dziatkiewiczowi i dr in�. Grzegorzowi 
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proksymacji ok. 0,02 %. Z otrzymanego wykresu uzyskano przybli�ony czas, przy którym 
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Streszczenie. Artyku� dotyczy wykorzystania systemów Komputerowego 
Wspomagania Projektowania, wraz z analiz� wytrzyma�o�ciow�, 
przeprowadzon� przy zastosowaniu Metody Elementów Sko�czonych, na 
konkretnym przyk�adzie projektowym. Optymalizacji wariantowej, 
mo�liwej dzi�ki wykorzystaniu powy�szego systemu, poddany zosta� 
walec drukuj�cy drukarki fleksograficznej. Artyku� przedstawia równie� metod� druku 
fleksograficznego, szeroko stosowan� w produkcji opakowa� kartonowych. 

1. Wprowadzenie  

Fleksografia jest technik� druku wypuk�ego elastycznymi formami drukowymi oraz 
ciek�ymi farbami szybko schn�cymi. Charakterystyczn� cech� fleksografii jest wyst�powanie 
elastycznej, wypuk�ej formy drukowej wykonanej zazwyczaj z polimeru, rzadziej z gumy. 
Technika ta jest najbardziej uniwersaln� technik� druku, je�li chodzi o mo�liwo�ci zadruku 
ró�nych pod�o�y drukowych. 

Zespó� drukuj�cy (rys. 1) [1] z�o�ony jest najcz��ciej z pozbawionego obci�gu stalowego 
cylindra drukowego oraz z cylindra formowego (walec drukuj�cy), na który jest nak�adana 
fleksograficzna forma drukowa. Farba podawana jest na form� np. poprzez cylinder systemu 
„Anilox”. Walec farbowy zanurzony jest w farbie i rotuj�c, zbiera j�. Styka si� on z aniloxem, 
który wykonany jest zwykle ze stali a jego powierzchnia cechuje si� jednakowymi 
zag��bieniami. Rakiel s�u�y do usuwania nadmiaru farby z aniloxa, który styka si� 
bezpo�rednio z form� drukow�. Przyk�adow� maszyn� fleksograficzn� przedstawia rys. 2 [3]. 

 Obecnie najpowszechniej na materia� formy drukowej stosuje si� fotopolimery. Wysoki 
koszt takiego materia�u powoduje, �e rozwi�zania konstrukcyjne walca drukuj�cego musz� 
u�atwia	 wymian� formy drukowej i zapewnia	 odpowiednie parametry pracy, przy których 
praktycznie nie wyst�puj� b��dy zadruku.  

 

     
 

Rys. 1. Przyk�adowy zespó� drukuj�cy  Rys. 2. Przyk�adowa drukarka 
fleksograficzna 



Fleksografia znajduje powszechne zastosowanie przede wszystkim w druku opakowa� na 
pod�o�ach z: kartonu, folii o dowolnej grubo�ci, plastiku i aluminium, stosowana jest równie� 
do drukowania: prasy, czy ksi��ek.  

2. Model numeryczny walca drukuj�cego  

Walec drukuj�cy, najcz��ciej wykonywany jest ze stali, a jego wymiary geometryczne s� 
zró�nicowane i uzale�nione zazwyczaj od modelu drukarki, jej producenta oraz konkretnych 
wymaga� u�ytkownika. Do wykonania modeli numerycznych oraz pó�niejszej ich analizy 
wytrzyma�o�ciowej, zosta� u�yty jeden z przedstawicieli systemów CAE, jakim jest system 
MSC. PATRAN/NASTRAN. 

Trzy podstawowe warianty wykonanych modeli numerycznych walca drukuj�cego to: 
� walec bez rowka, 
� walec z rowkiem prostok�tnym, 
� walec z rowkiem trapezowym. 

Wszystkie modele, maj� oczywi�cie pewne cechy wspólne, którymi s� podstawowe 
wymiary geometryczne (rys. 3). We wszystkich trzech rodzajach modeli, d�ugo�	 walca 
wynosi 1400mm, natomiast grubo�	 �cianki 20mm. Cech� charakterystyczn� takich walców, 
jest wzmocnienie poprzez tarcze, które s� w spawane w �rodek walca, w ró�nych miejscach. 
Wariantowo�	 modeli, to tak�e ró�ny rozstaw tarcz: 400 mm, 466mm, 500mm od kraw�dzi 
walca oraz grubo�	 tarcz, w jakich mog� one by	 wykonane: 4mm, 6mm, 8mm oraz 10mm. 

 

 

Rys. 3. Wymiary techniczne jednego z wariantów modelu z rowkiem prostok�tnym 
 
W programie zdefiniowano materia�, z jakiego wykonany jest walec o w�asno�ciach 

charakterystycznych dla stali: modu�u Younga (200000MPa) i wspó�czynniku Poissona (0.3). 
We wszystkich wykonanych modelach z rowkami (rys. 4), zosta�o zdefiniowanych sze�	 
ró�nych wariantów obci��enia: 3 si�y punktowe dzia�aj�ce w 3-ch ró�nych miejscach na 
obwodzie walca, oraz 3 obci��enia ci�g�e dzia�aj�ce wzd�u� ca�ej d�ugo�ci walca.  



Model bez rowka posiada 2 warianty: si�� punktow� oraz obci��enie ci�g�e, wystarczaj�ce 
ze wzgl�du na symetri� geometrii walca. G�ówne utwierdzenie zosta�o zadane w osi obrotu 
walca na jego ko�cach. Zadano tak�e utwierdzenie dodatkowe, maj�ce za zadanie zapobiega	 
obrotom walca przy dzia�aniu obci��enia mimo�rodowo (na kraw�dzi rowka). 

 

 
 

Rys. 4. Model numeryczny walca drukuj�cego drukarki fleksograficznej 
 

3. Analiza wytrzyma�o
ciowa i optymalizacja wariantowa 

Systemy Komputerowego Wspomagania Projektowania pozwalaj� na analiz� ró�nych 
wariantów konstrukcyjnych przysz�ego wyrobu [1], a co za tym idzie wybór najbardziej 
optymalnego rozwi�zania, z uwzgl�dnieniem zak�adanych kryteriów. Analiza 
wytrzyma�o�ciowa w systemach tych, jest przeprowadzana z u�yciem Metody Elementów 
Sko�czonych. Optymalizacj� wariantow� wykonanego modelu, mo�emy podzieli	 na dwie 
zasadnicze cz��ci. Pierwsz� cz��	 stanowi optymalizacja rozstawu tarcz wzmacniaj�cych, 
natomiast drug� optymalizacja grubo�ci tych tarcz. W obydwóch przypadkach kryterium 
optymalizacyjnym s� warto�ci maksymalne i mapy rozk�adu g�ównie przemieszcze�, ale 
tak�e napr��e� redukowanych dla wariantów, gdy obci��enie dzia�a na kraw�dzi rowka.  

Model bez rowka traktowany jest jako model bazowy, gdy� wprowadzenie rowka 
powoduje znacz�c� zmian� sztywno�ci uk�adu i wzrost przemieszcze�. Obecno�	 rowka jest 
jednak niezb�dna ze wzgl�du na pe�nion� funkcj�, a zastosowanie wewn�trznych tarcz 
wzmacniaj�cych, znacz�co poprawia rozk�ady przemieszcze�. 

 
Tabela 1. Warto�ci maksymalne przemieszcze� oraz napr��e� redukowanych dla 

przyk�adowych wariantów 

Przemieszczenia [mm] Napr	�enia redukowane [MPa]
Model 

obc. ci�g�e obc. punktowe obc. ci�g�e obc. punktowe
brak rowka, z 

tarczami wewn. 0.0213 0.0829 38.2 95.3 

rowek prostok�tny, 
 bez tarcz wewn. 0.0595 0.155 38.4 326 

rowek prostok�tny, 
 z tarczami wewn. 0.0230 0.104 38.4 328 

 
Wynikiem przeprowadzonej optymalizacji by� wybór najlepszego wariantu, w którym 

zastosowano: rowek prostok�tny, grubo�	 tarcz wzmacniaj�cych zewn�trznych wynosi 6mm 
oraz wewn�trznych 4mm, przy rozstawie równym 466mm.  



Wybór rowka prostok�tnego, a nie trapezowego podyktowany by� przede wszystkim 
uzyskanymi mniejszymi warto�ciami maksymalnych napr��e� redukowanych, dla 
przypadków obci��enia punktowego. Wybrany wariant, cechuje si� równomiernymi 
rozk�adami i wzgl�dnie ma�ymi warto�ciami przemieszcze�, z uwzgl�dnieniem zasadno�ci 
wykonania w nim wszystkich koniecznych zmian konstrukcyjnych (np. koszt, trudno�ci 
technologiczne etc.). 

 
Tabela 2. Warto�ci maksymalne przemieszcze� oraz napr��e� redukowanych dla najlepszego 

wariantu rozwi�za� konstrukcyjnych 

Przemieszczenia [mm] Napr��enia redukowane [MPa] 
Model 

obc. ci�g�e obc. punktowe obc. ci�g�e obc. punktowe 

najlepszy wariant 0.0177 0.0939 25.6 328 

 
Rysunki 5 i 6 przedstawiaj� uzyskane rozk�ady przemieszcze� oraz napr��e� 

redukowanych wg hipotezy Hubera-Misesa, dla wybranego najlepszego wariantu rozwi�za� 
konstrukcyjnych. 

 

   
 

Rys. 5. Rozk�ad przemieszcze� przy 
obci��eniu ci�g�ym [mm] 

Rys. 6. Rozk�ad napr��e� redukowanych 
przy obci��eniu punktowym (fragment) 

[MPa] 
 

4. Wnioski 

Systemy komputerowego wspomagania projektowania czy komputerowego wspomagania 
prac in�ynierskich (w tym przeprowadzanie analiz wytrzyma�o�ciowych), pozwalaj� na 
wybór najlepszego rozwi�zania konstrukcyjnego przysz�ego wyrobu. Daje to mo�liwo�ci 
skrócenia czasu projektowania wyrobu, przygotowania produkcji oraz pozwala znacznie 
ograniczy	 zwi�zane z tym koszty. Jednocze�nie jeste�my w stanie przewidzie	 zachowania 
konstrukcji w warunkach, w jakich b�dzie pracowa� projektowany przez nas element.  
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Streszczenie. W pracy przedstawiono analiz� systemów rurowych 
wykonan� w programie ANSYS. G�ównym celem by�o okre�lenie 
optymalnego po�o�enia i typu zawiesze� stosowanych w tych systemach, 
które pozwol� na tak� prac� konstrukcji odkszta�canej na skutek zmian 
temperatury i ci�nienia, aby powstaj�ce napr��enia i si�y nie przekroczy�y dopuszczalnych 
warto�ci. 

1. Wprowadzenie  
 

W zale�no�ci od przeznaczenia, rozró�nia si� wiele typów sieci rurowych, pocz�wszy od 
prostych   uk�adów  stosowanych  w  gospodarstwach  domowych  poprzez  bardziej  rozleg�e 
i skomplikowane systemy wyst�puj�ce w zak�adach przemys�owych b�d� instalacjach 
okr�towych, a sko�czywszy na ogromnych dalekosi��nych sieciach ruroci�gów biegn�cych 
przez ca�e pa�stwa. W ruroci�gach g�ównie transportuje si� ciecze lub materia�y sypkie.  

W sk�ad ruroci�gów, poza rurami wchodzi tak�e du�o innych elementów: z��cza rurowe, 
kolana, rozga���niki, zw��ki, kompensatory odkszta�ce� cieplnych, podpory, zawieszenia, 
zawory, aparatura pomiarowa, pompy, filtry, spr��arki i inne. Wymagania, jakie stawia si� 
uk�adom rurowym, to przede wszystkim odpowiednia wytrzyma�o�	, szczelno�	, ma�e opory 
przep�ywu i odporno�	 na oddzia�ywanie przewodzonego czynnika.  

W pracy analizowano system rurowy (rys. 1) transportuj�cy par� wodn� o temperaturze 
300oC, pod ci�nieniem 6 MPa, przy czym ca�a sie	 biegnie w powietrzu i zamocowana jest na 
odpowiednich zawieszeniach. Cz��ci ruroci�gu mog�  by	  zawieszone  za  pomoc�  jednego 
z czterech elementów: na spr��ynie, spr��ynie z dystansem, si�owniku, utwierdzeniu sta�ym. 
Wraz ze wzrostem ci�nienia i temperatury, w uk�adzie powstaj� nowe si�y i napr��enia 
spowodowane wyd�u�aniem si� materia�u.  

 

 

Rys. 1. Przyk�adowy system rurowy zamodelowany w programie ANSYS 
 

W tabeli 1 umieszczono warto�ci wspó�czynników rozszerzalno�ci termicznej dla 
niektórych materia�ów. Jak wida	, wp�yw wzrostu temperatury na zachowanie si� uk�adu jest 



niezwykle istotny – materia� wyd�u�a si�, a to z kolei powoduje powstanie nowych si� 
w uk�adzie. Stosuj�c odpowiednie kompensatory napr��e� cieplnych i manipuluj�c 
rozmieszczeniem oraz typem zawiesze� mo�na redukowa	 napr��enia cieplne. 

Celem pracy by�o dobranie optymalnego rozmieszczenia zawiesze�, to znaczy okre�lenie 
po�o�enia i typu zastosowanych zawiesze�, które pozwol� na tak� prac� konstrukcji 
odkszta�canej pod wp�ywem zmian temperatury i ci�nienia, aby powstaj�ce w uk�adzie 
napr��enia i si�y na kró	cach nie przekroczy�y dopuszczalnych warto�ci. 

 
Tabela 1. Wspó�czynniki rozszerzalno�ci termicznej metali   

Materia� Warto�	 Jednostka 
Stal w�glowa 1,2 C1/10 o5 ** �

�eliwo 1,05 C1/10 o5 ** �

Mied� 1,7 C1/10 o5 ** �

Aluminium 2,4 C1/10 o5 ** �

 
2. Modu� rurowy w systemie ANSYS 
 

Ze wzgl�du na wysok� jako�	 oprogramowania i jego mo�liwo�ci w zakresie oblicze� 
uk�adów rurowych i zada� optymalizacji, zdecydowano si� na klasyczn� wersj� systemu 
ANSYS. Aby sprawdzi	 system i okre�li	 najodpowiedniejsz� metod� modelowania, 
dokonano oblicze� wst�pnych dla prostego odcinka rury (rys. 2). 

 

 
Rys. 2. Geometria i wymiary badanego obiektu 

Rura jest nagrzana do temperatury 300oC i utwierdzona na sta�e na obu ko�cach. Si�y 
wyst�puj�ce w podstawach zosta�y wyznaczone analitycznie oraz za pomoc� MES, 
wykorzystuj�c: 

y 
 

x 

- modu� „Piping Models”, w którym stosuje si� m.in. elementy PIPE16, 
- modelowanie powierzchniowe, w którym wykorzystano elementy SHELL181, 
- modelowanie bry�owe, w którym wykorzystano elementy SOLI185, 
- modelowanie osiowo symetryczne, w którym wykorzystano elementy PLANE182 , 
- modelowanie belkowe, w którym wykorzystano elementy BEAM188. 

    Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli 2 i na rys. 3. Grub� lini� poziom� przy 
warto�ci 12072790 N oznaczono rozwi�zanie analityczne, które stanowi�o w tym przypadku 
punkt odniesienia do interpretacji wyników analiz numerycznych. Symbole zastosowane przy 
nazwach elementów z tabeli  2 oznaczaj�: R – odebrane wszystkie stopnie swobody w pod-
stawie, F – odebran� mo�liwo�	 ruchu w kierunku osi X w podstawie.  

Jak wida	 na rys. 3, dopiero odpowiednie na�o�enie warunków brzegowych (odebrana lub 
nie mo�liwo�	 rozszerzania promieniowego rury w podstawie) pozwala uzyska	 poprawne 
rozwi�zania, czyli zbli�one do wyniku analitycznego. Wszystkie pozycje z (F) w nazwie 
szybciej lub wolniej zbiegaj� si� do rozwi�zania analitycznego. Najszybciej poprawne 
rozwi�zanie osi�gni�to w analizie wykorzystuj�cej modu� „Pipe Module”. 

Jak wida	 na rys. 3, dopiero odpowiednie na�o�enie warunków brzegowych (odebrana lub 
nie mo�liwo�	 rozszerzania promieniowego rury w podstawie) pozwala uzyska	 poprawne 
rozwi�zania, czyli zbli�one do wyniku analitycznego. Wszystkie pozycje z (F) w nazwie 



szybciej lub wolniej zbiegaj� si� do rozwi�zania analitycznego. Najszybciej poprawne 
rozwi�zanie osi�gni�to w analizie wykorzystuj�cej modu� „Pipe Module” . 

 
Tabela 2. Tabela b��dów wzgl�dnych uzyskanych przy wyznaczaniu w podstawie warto�ci 

reakcji dzia�aj�cych na osi X wyra�ona w % gdzie punktem odniesienia jest warto�	  
z rozwi�zania analitycznego 

 

 PIPE16 SHELL181 
(R) 

SHELL181 
(F) 

SOLID185
(R) 

SOLID185 
(F) 

PLANE182 
(R) 

PLANE182 
(F) 

BEAM188 
(WF) 

BEAM188 
(WF) 

1 0 0.33505 1.13843 1.16543 2.55045 1.422869 0 0.03214 0.03214
2 0 0.33505 0.28535 0.362302 0.83717 1.210242 0 0.00083 0.00083
3 0 0.33505 0.77538 0.931268 0.16058 1.093782 0 8.3E-05 8.3E-05
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Rys. 3. Porównanie si� dzia�aj�cych wzd�u� osi rury 

 
 

a) b)  
 

Rys. 4. Elementy sko�czone stosowane w analizie systemów rurowych:a) PIPE16 , b) PIPE18 
 
„Pipe Module” programu ANSYS jest modu�em bardzo usprawniaj�cym proces 

modelowania uk�adów rurowych. Jego du�a wydajno�	 jest spowodowana tym, �e 
w obliczeniach wykorzystuje si� dwuw�z�owe elementy sko�czone o sze�ciu stopniach 
swobody w ka�dym w��le  (rys. 4 a) i b)). Mniejsza liczba w�z�ów w stosunku do modeli 
bry�owych i powierzchniowych znacznie skraca czas oblicze�. Elementami PIPE16 modeluje 
si� odcinki proste w uk�adzie, a PIPE18 rury zakrzywione (np. kolanka). Kolejn� zalet� tego 



modu�u jest usprawnienie samego procesu modelowania. Prawie wszystkie czynno�ci 
zwi�zane z przygotowaniem modelu s� dost�pne z jednego poziomu, jedynie dane 
materia�owe i utwierdzenia nale�y zada	 poleceniami znajduj�cymi si� na innych poziomach 
programu. 
 
3. Mo�liwo
ci submodelingu i optymalizacji 
 

Kolejnym istotnym zagadnieniem jest po��czenie submodelingu z optymalizacj�. Termin 
submodeling oznacza poddanie analizie jakiego� obszaru (zwanego submodelem) wyci�tego 
z ca�ego uk�adu, który zosta� przeanalizowany. W procesie tym na brzegach submodelu 
zadaje si� jako warunki brzegowe warto�ci obliczone w tych miejscach za pomoc� modelu 
globalnego (np. utwierdzenia, si�y, przemieszczenia). Submodel jest modyfikowany w celu 
uzyskania dok�adniejszych wyników stosuj�c np. zmian� geometrii, zag�szczenie siatki MES. 
Dzia�ania takie s� dozwolone, poniewa� analizie poddana b�dzie tylko cz��	 uk�adu, a nie 
ca�y, a przez to ilo�	 danych do przetworzenia jest mniejsza.  

Przyk�adem zastosowania submodelingu mo�e by	 analiza po��czenia rurowego. 
Analizuj�c system rurowy za pomoc� elementów PIPE, istnieje mo�liwo�	 dok�adnego 
wyznaczenia si� i napr��e� wyst�puj�cych w elementach, natomiast je�li chodzi o wyniki 
w miejscach ��cze� i utwierdze�, jest ju� du�o gorzej, gdy� cz�sto wyst�puj� tam elementy, 
których nie uwzgl�dniono (np. �ruby) lub zast�piono wyst�puj�ce elementy odpowiednimi 
wspó�czynnikami bezpiecze�stwa. Przyk�ad takich modeli przedstawiono na rys. 4, gdzie 
cz��	 modelu rurowego zast�piono modelem bry�owym.  
 

a)  b)  
Rys. 5. Model geometryczny: a) ca�ego uk�adu (PIPE) b) submodelu (SOLID) 

 
Je�li chodzi o zagadnienie optymalizacji, program ANSYS posiada du�e mo�liwo�ci tak�e 

w tym zakresie. Z powodu braku miejsca na szerszy opis jego mo�liwo�ci wymienione 
zostanie tylko kilka jego g�ównych cech: jako funkcj� celu poszukuje si� zawsze minimum 
tylko jednego parametru, system oferuje trzy w�asne metody poszukiwania rozwi�zania 
(losowa, �rednio-dok�adna i dok�adna) oraz stwarza mo�liwo�	 skorzystania w tym celu 
z zewn�trznego programu. Posiada trzy metody s�u��ce ocenie jako�ci rozwi�zania 
i zachowania uk�adu, pozwala na definiowanie w�asnych rozwi�za�. Modu� ten mo�na 
zastosowa	 w wielu zadaniach, praktycznie w ka�dym zagadnieniu, gdzie wyst�puj� zmiany 
warto�ci konkretnych parametrów. Planuje si� wykorzysta	 go w pracy, g�ównie do 
optymalizacji rozmieszczenia i typów zawiesze�, ale mo�na go stosowa	 tak�e w innych 
celach np. aby zoptymalizowa	 liczb� i wymiary �rub na ko�nierzu po��cze� rurowych 
(por. rys. 4). 
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Streszczenie. Niniejszy artyku� po�wi�cony jest tematyce projektowania 
elementów silników spalinowych z zastosowaniem nowoczesnym technik 
komputerowych. Stwierdzenie ”techniki komputerowe” w tym przypadku 
oznacza zastosowanie programów MathCAD, CATIA, INVENTOR oraz 
ANSYS w procesie projektowania i weryfikacji. Poza opisem 
wa�niejszych elementów zastosowanej metodologii projektowania artyku�, zawiera tak�e 
wyniki oblicze� analitycznych, numerycznych, oraz porównanie otrzymanych wyników 
z obiektem rzeczywistym. 
 
1. Wprowadzenie 
 

W ramach wykonanej drugiej pracy przej�ciowej zaprojektowano, zamodelowano 
i zweryfikowane niektóre elementy czterosuwowego silnika spalinowego t�okowego 
wysokopr��nego o zap�onie samoczynnym. Elementy te to: t�ok, pier�cienie uszczelniaj�ce 
i zgarniaj�ce, cylinder, sworze�, korbowód, wa� korbowy, obudowa silnika oraz miska 
olejowa (rys. 1). W oparciu o wytyczne literaturowe przeprowadzono analityczne obliczenia 
wst�pne (wspomagane programem MathCAD) g�ównych parametrów cz��ci silnika, 
nast�pnie w oparciu o te dane wykonano geometri� 3D i jej z�o�enie w programie CATIA V5 
R14. Maj�c gotowe modele, przyst�piono do analiz numerycznych, w ramach których 
przeprowadzono analiz� termomechaniczn� MES dla stanu ustalonego za pomoc� programu 
ANSYS v10 oraz analiz� kinematyczn� w programie INVENTOR 11. Nast�pnie porównano 
wyniki analityczne i numeryczne z zaleceniami literaturowymi oraz sformu�owano wnioski. 

 

 
 

Rys. 1. Model 3D silnika z�o�onego ze wszystkich zamodelowanych elementów  



2. Parametry elementów silnika 
 

Zdecydowano, �e nale�y zaprojektowa	 taki silnik, który by�by mocniejsz� alternatyw� dla 
jednostek wykorzystywanych w pojazdach FSO Polonez Truck 1.9GLD. Pod tym k�tem 
zosta�y wykonane wszystkie obliczenia. Obliczenia by�y wykonywane zgodnie z instrukcjami 
literaturowymi, a parametry tak dobierane, aby nie przekroczy�y okre�lonych warto�ci 
dopuszczalnych (przyk�ad: je�li zaprojektowany trzon korbowodu nie posiada� odpowiedniej 
odporno�ci na wyboczenie, przewymiarowano jego konstrukcj� np: zwi�kszaj�c jego 
najmniejsze pole powierzchni przekroju poprzecznego, ponownie przeliczono i sprawdzono, 
czy powstaj�ce napr��enia s� mniejsze od maksymalnych dopuszczalnych napr��e� 
krytycznych). W tabeli 1 porównano literaturowe oraz obliczone warto�ci parametrów 
charakterystycznych dla silników. 

 
Tabela 1. Porównanie parametrów silników 

 
Parametr Model 1.9GLD 
Moc u�yteczna silnika ( ) ][kW ][KM 70 (~95) 51 (~70) 
Pojemno�	 silnika  ][ 3cm 2417 1905 
Stopie� spr��ania 20:1 23:1 
Pr�dko�	 obrotowa silnika  min]/[obr 4500 4600 

rednica cylindra [mm] 90 83 
Liczba cylindrów 4 4 
Skok t�oka [mm] 95 88 
Rozstaw osi korbowodu [mm] 158 145 
Odleg�o�	 mi�dzy osiami cylindrów [mm] 117 - 

 
Ró�nice wyst�puj�ce w tabeli 1 s� niewielkie, przy czym w zaprojektowanym modelu s� 

one zazwyczaj wi�ksze, co w po��czeniu z faktem i� modelowany silnik posiada wi�cej mocy, 
mo�e �wiadczy	 o poprawno�ci wykonanych oblicze�. 
 
3. Analizy numeryczne 
 

Po przeprowadzonych obliczeniach analitycznych, nale�a�oby zweryfikowa	 poprawno�	 
zaprojektowanych obiektów innymi metodami, rzeczywistymi (na przyk�ad wykonuj�c model 
rzeczywisty i poddaj�c go testom) b�d� wirtualnymi. W ramach niniejszej pracy 
przeprowadzono jedynie szereg analiz numerycznych. 

 
3.1   Analiza termomechaniczna t�oka 
 

Przeprowadzono analiz� termomechaniczn� t�oka dla stanu ustalonego. Do tego celu 
wykorzystano metod� elementów sko�czonych (MES) w postaci programu ANSYS. Celem 
analizy jest wyznaczenie napr��e� i przemieszcze�. Za�o�ono, �e napr��enia nie powinny 
przekracza	 granicy plastyczno�ci, a maksymalne dopuszczalne przemieszczenia powinny 
by	 mniejsze ni� po�owa warto�ci z tabeli 2. 

Za�o�ono, �e materia� z jakiego t�ok zosta� wykonany to odlew kokilowy Al-Si ulepszany 
cieplnie. Wykonano 5 typów analiz: deko t�oka obci��ono si�� gazow� (maksymaln� i �redni� 
panuj�c� w komorze spalania), gradientem temperatur (pochodz�cym od temperatur 
i konwekcji), przeprowadzono ponadto analiz� termomechaniczn�, gdzie wyst�powa�o 
jednoczesne obci��enie t�oka si�ami gazowymi i gradientem temperatur. 



Tabela 2. Dopuszczalne warto�ci luzów t�oka wzgl�dem g�adzi cylindrowej 
 

Miejsce na powierzchni 
t�oka 

Dopuszczalna warto�	 luzu punkcie 

A 0.36 [mm] 

B 0.18 [mm] 

 C 0.108 [mm] 
 

a) b)                  c)  
Rys. 2. Uproszczony symetryczny model t�oka: a) pokryty siatk� MES, b) z naniesionymi 
wynikami temperaturowymi, c) z naniesionymi wynikami analizy termomechanicznej 

 
Na podstawie uzyskanych wyników stwierdzono i� warto�ci napr��e� i przemieszcze� 

mocno odbiegaj� od uznanych za dopuszczalne, jest to skutek przeprowadzenia analizy 
w stanie ustalonym. 
 
3.2   Analiza kinematyczna elementów silnika 
 

Maj�c kompletny model cz��ci g�ównej silnika, przeprowadzono analiz� kinematyczn� 
przy pomocy programu INVENTOR w celu wyznaczenia pr�dko�ci i przy�pieszenia 
liniowego t�oka przy pr�dko�ciach obrotowych wynosz�cych 1000, 2500 i 4500 obr/min, 
wykresy przedstawiono na rys. 3. 
 

 

Rys. 3. Wykres pr�dko�ci posuwowej t�oka przy okre�lonej pr�dko�ci obrotowej wa�u 
korbowego w zale�no�ci od czasu 



Uz 0 
i 4500 obr/min wynosz� odpowiednio: 4.87, 12.3 i 22.15 m/s. Zgodnie z zaleceniami 
lite

 

yskane maksymalne warto�ci pr�dko�ci posuwowych t�oka dla pr�dko�ci 1000, 2500

raturowymi, dopuszczalne warto�ci pr�dko�ci dla t�oka powinny wynosi	 do 14 m/s ale nie 
jest to norm�. Jak wida	 na wykresach, osi�gane warto�ci pr�dko�ci i przy�piesze� dla tej 
konstrukcji nie mieszcz� si� w sugerowanym zakresie. 

Rys.4 przedstawia przekrój pod�u�ny przez wszystkie zaprojektowane i zamodelowane 
cz��ci silnika. 

 
 

Rys. 4. Przekrój pod�u�ny silnika przez cylindry wa� korbowy i t
 

4. Podsumow
 

acje zawarte w powy�szych punktach mo�na wst�pnie stwierdzi	, i� 
lementy silnika zosta�y zaprojektowane poprawnie. W celu potwierdzenia poprawno�ci 

uz

ktora, poniewa� 
cz�

., Silniki o zap�onie samoczynnym, WNT, Warszawa (1988). 
. Marek W., Krzysztof Z., CATIA: podstawy modelowania powierzchniowego 

4. al Release 9.0, SDC Publications  

�oki 

anie 

Analizuj�c inform
e

yskanych rezultatów nale�a�oby wykona	 i przebada	 model rzeczywisty oraz 
przeprowadzi	 analiz� ca�ego modelu numerycznego w stanie nieustalonym. 

Proces projektowania elementów silników jest zadaniem bardzo czasoch�onnym. Jako�	 
uzyskanych rozwi�za� zale�y w du�ej mierze od do�wiadczenia konstru

sto w oparciu o w�asne do�wiadczenie nale�y okre�li	 zale�no�ci pomi�dzy parametrami, 
których zmiana powoduje popraw� jednych cech, a zarazem pogorszenie innych. Przyk�adem 
mo�e by	 zale�no�	 pomi�dzy �rednic� cylindra a skokiem t�oka, gdzie wzrost tej warto�ci 
powoduje mi�dzy innymi: zmniejszenie �redniej pr�dko�ci t�oka i wysoko�ci silnika oraz 
zwi�ksza straty cieplne i spadek �redniego ci�nienia w komorze spalania. 
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Streszczenie. W pracy wykonany zosta� projekt stanowiska do badania 
zjawiska spr��ystego wyboczenia pr�tów. Stanowisko zosta�o 
zaprojektowane w systemie CATIA V5. Uk�ad pozwala na do�wiadczalne 
wyznaczenie metod� Southwella krytycznej si�y �ciskaj�cej pr�t. W pracy 
opisano podstawy teoretyczne zjawiska, przedstawiono przegl�d 
istniej�cych rozwi�za�, zaproponowano w�asn� koncepcj� konstrukcji stanowiska wraz z jego 
projektem oraz przedstawiono analiz� stanu napr��enia w elementach stanowiska za pomoc� 
metody elementów sko�czonych. 
 
1. Metoda Southwella 
 

Podczas przeprowadzania do�wiadczenia na opracowanym stanowisku wykorzystywana 
b�dzie metoda Southwella. Jest to jedna z metod do�wiadczalnych wyznaczania si�y 
krytycznej dla pr�ta �ciskanego. Bezpo�redni pomiar si�y krytycznej przez obci��enie pr�ta  
a� do wyst�pienia zjawiska wyboczenia jest trudny do praktycznego zrealizowania [1]. 
Wynika to ze wst�pnej krzywizny pr�ta oraz nieosiowego przy�o�enia si�y obci��aj�cej. 
Podczas obci��ania badanego pr�ta mo�na zauwa�y	 jego poprzeczne wygi�cie ju� przy 
si�ach mniejszych od si�y krytycznej. Dlatego niemo�liwe jest dok�adne okre�lenie kiedy 
rozpoczyna si� w�a�ciwe wyboczenie pr�ta, czyli utrata stateczno�ci. Tej wady nie ma metoda 
Southwella, która polega na pomiarze strza�ki ugi�cia pr�ta przy obci��eniu si�� osiow� 
mniejsz� od krytycznej. Mo�emy za�o�y	, �e pr�t ma w p�aszczy�nie najmniejszej sztywno�ci 
zginania tak� krzywizn� wst�pn�, �e kszta�t jego osi bez obci��enia mo�na przedstawi	 za 
pomoc� zale�no�ci: 

0 sin xy a
l
+

	 ,                                  (1) 

gdzie a oznacza odchylenie �rodka pr�ta od prostej ��cz�cej jego ko�ce, gdy pr�t nie jest 
obci��ony, l jest d�ugo�ci� pr�ta, a x wspó�rz�dn� mierzon� od pocz�tku pr�ta. Wyra�enie 
spe�nia warunki brzegowe podparcia pr�ta. Podczas obci��enia ca�kowite odchylenie osi od 
stanu prostoliniowego wynosi: 
 ,     (2) 1 0y y	 � y
gdzie y jest ugi�ciem pr�ta. 

Po przekszta�ceniu oraz rozwi�zaniu równania ró�niczkowego osi ugi�tej pr�ta �ciskanego 
(przy uwzgl�dnieniu warunków brzegowych) otrzymujemy nast�puj�ce wyra�enie: 
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gdzie P jest si�� �ciskaj�c�, a Pkr si�� krytyczn�. 
Maksymalne  ugi�cie  w  rozpatrywanym przypadku zamocowania (rys. 1) wyst�pi w po�owie 
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Po przekszta�ceniu otrzymujemy: 
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Wyra�enie to mo�na przedstawi	 na wykresie zale�no�ci ,  w funkcji 
P
,

 (rys. 2):
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Rys. 1. Pr�t obci��ony si�� osiow� P Rys. 2. Wykres zale�no�ci ,  w funkcji 
P
,

 
Wykres przedstawiony na rysunku 2 otrzymujemy poprzez pomiar strza�ki ugi�cia oraz 

si�y obci��aj�cej pr�t podczas do�wiadczenia. Si�a krytyczna jest równa tangensowi k�ta 
nachylenia prostej: 

 
kr
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2. Istniej�ce konstrukcje stanowisk 
 

Istnieje kilka ró�nych rozwi�za� konstrukcyjnych stanowisk badawczych do wybocze� 
pr�tów. S� one do siebie bardzo podobne, ró�nice polegaj� g�ównie na rodzaju 
wykorzystanego mechanizmu zadawania obci��enia oraz metodzie pomiaru przemieszczenia. 
Wyró�ni	 mo�na dwie g�ówne grupy tych mechanizmów. Pierwsz� grup� stanowi� 
mechanizmy wykorzystuj�ce d�wigni� wraz z obci��nikami. Drug� grup� stanowi� 
urz�dzenia, w których obci��niki wywieraj� nacisk bezpo�rednio na pr�t. Zastosowanie 
d�wigni pozwala na zmniejszenie masy obci��ników. Na rysunku 3 przedstawiono dwa 
rozwi�zania konstrukcyjne stosowane do bada� zjawiska wyboczenia. Stanowiska takie 
znajduj� si� g�ównie w laboratoriach wy�szych uczelni technicznych i s� wykorzystywane 
przez studentów podczas zaj�	 dydaktycznych. 
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Rys. 3. Stanowiska do badania zjawiska wyboczenia firmy Gunt Hamburg [2] 
 
3. Model komputerowy stanowiska 
 

Projekt zosta� w ca�o�ci wykonany za pomoc� oprogramowania CATIA V5. Do wykonania 
projektu wykorzystane zosta�y trzy modu�y programu: Part Design, Assembly Design oraz 
modu� Drafting [3]. Oprogramowanie to pozwala na wykonanie modeli poszczególnych 
cz��ci uk�adu oraz z�o�enie ich w wirtualny model ca�ego urz�dzenia. Z�o�enie otrzymuje si� 
poprzez na�o�enie na kolejne elementy wi�zów, takich jak kontakt dwóch powierzchni, 
wspó�osiowo�	 otworów lub zachowanie odleg�o�ci b�d� k�ta pomi�dzy dwoma obiektami. 
Mo�emy równie� wygenerowa	 rysunki wykonawcze poszczególnych cz��ci oraz rysunki 
z�o�eniowe ca�ego uk�adu. Za�o�eniami do projektu by�y m.in. prostota konstrukcji oraz 
zastosowanie jak najwi�kszej liczby elementów znormalizowanych. Stanowisko umo�liwia 
do�wiadczalne wyznaczenie si�y krytycznej dla trzech ró�nych rodzajów zamocowa� ko�ców 
pr�ta 1. Mo�liwe jest to dzi�ki zastosowaniu uchwytów 2. Zmiana zamocowania nast�puje 
poprzez prze�o�enie badanego pr�ta w kolejne wyci�cia w uchwycie. Si�a osiowa wywierana 
jest za pomoc� obci��ników 3 zawieszonych na stalowej lince 4. Warto�	 tej si�y zwi�kszana 
jest kilkukrotnie poprzez zastosowanie d�wigni 5. Przemieszczenie osi pr�ta mierzone jest za 
pomoc� czujnika zegarowego przymocowanego do przedniej cz��ci ramy  urz�dzenia. Rama 
6 stanowiska wykonana jest z prefabrykowanych profili aluminiowych firmy Item Ikasys [4]. 

 

 
 

Rys. 4. Widok perspektywiczny modelu stanowiska 



                                        
 
          Rys. 5. Widok uchwytu ruchomego Rys. 6. Widok cz��ci ramy z otworem 
  wraz z pr�tem     osadzenia sworznia d�wigni 
 

W ramach pracy wykonano równie� analiz� napr��e� oraz przemieszcze� wyst�puj�cych  
w elementach stanowiska podczas przeprowadzania do�wiadczenia. Na rysunku 6 pokazano 
rozk�ad napr��e� [Pa] redukowanych wg hipotezy Hubera, wyst�puj�cych w uchwycie 
podczas wyboczenia. Analiza metod� elementów sko�czonych wykonana zosta�a  
w programie MSC.Patran/Nastran. 
 

 
 

Rys. 7. Mapa barwna napr��e� wyst�puj�cych w uchwycie oraz pr�cie podczas wyboczenia 
 
4. Podsumowanie 
 

Projekt wykonany w ramach pracy zawiera zarówno wirtualny model stanowiska, jak  
i ca�� dokumentacj� techniczn� pozwalaj�c� na wykonanie rzeczywistego stanowiska. 
Urz�dzenie zaprojektowane w pracy b�dzie wykorzystywane podczas zaj�	 dydaktycznych 
prowadzonych w Katedrze Wytrzyma�o�ci Materia�ów i Metod Komputerowych Mechaniki 
na Wydziale Mechanicznym Technologicznym Politechniki 
l�skiej. 
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Streszczenie. W pracy przedstawiono analiz� numeryczn� próbki 
obci��onej dzielonym pr�tem Hopkinsona programem MSC 
Patran/Dytran, wykorzystuj�cym metod� elementów sko�czonych (MES). 
Wyniki analizy numerycznej porównano z wynikami zderzenia 
eksperymentalnego, wykonanego w celu zbadania propagacji p�kni�cia w 
próbce.  
 
1. Wprowadzenie  

 
Dzielony pr�t Hopkinsona to zestaw pomiarowy do badania zjawisk dynamicznych 

zachodz�cych w próbkach wykonanych z ró�nych materia�ów. W 1914 roku Bertram 
Hopkinson zaproponowa� u�ycie pr�tów do badania zjawiska propagacji fali. W 1949 roku 
Herbert Kolsky opracowa� eksperyment, wykorzystuj�cy dzielony pr�t Hopkinsona [1].  

Celem pracy by�o opracowanie modelu komputerowego stanowiska przedstawionego na 
rysunku 1 i próby obci��enia dynamicznego próbki za pomoc� dzielonego pr�ta Hopkinsona.  

 
 
 
 

 
 
 

Rys.1. Schemat stanowiska z dzielonym pr�tem Hopkinsona [2] 
 

W sk�ad stanowiska wchodz� dwa smuk�e, przy�o�one do próbki pr�ty, pr�t uderzaj�cy 
oraz próbka z p�kni�ciem. Szczegó�owe wymiary próbki u�ytej w eksperymencie 
przedstawiono na rysunku 2. 
 

p�kni�cie 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys.2. Geometria próbki [2] 
 

Wykorzystywane w eksperymencie pr�ty zosta�y dobrane w ten sposób, aby 
zagwarantowa	 dobr� propagacj� fali na ich styku z próbk� oraz du�e odkszta�cenia pr�tów.                       



W przypadku prezentowanego eksperymentu próbk� wykonano z polimetakrylanu metylu, 
natomiast jako materia� pr�tów wybrano nylon, ze wzgl�du na w�asno�ci mechaniczne bardzo 
zbli�one do w�asno�ci polimetakrylanu metylu. Szczegó�owe w�asno�ci polimetakrylanu 
metylu oraz nylonu zestawiono w tabeli 1. 

 
Tabela 1.  W�asno�ci mechaniczne polimetakrylanu metylu oraz nylonu [2] 

 

W�asno�ci materia�owe polimetakrylan metylu 
(PMMA) nylon 

g�sto�	 [kg/m3] 1180 1145 
modu� Younga [GPa] 3.3 3.5 

wspó�czynnik Poissona 0.42 0.41 
 
Niew�tpliw� zalet� stosowania uk�adu dzielonego pr�ta Hopkinsona jest mo�liwo�	 
dok�adnego pomiaru zarówno przy�o�onego obci��enia oraz odpowiedzi dynamicznej próbki.  

Eksperyment polega na uderzeniu pr�tem bij�cym, który porusza si� z pr�dko�ci� 12.6m/s, 
w pr�t wej�ciowy. W wyniku tego oddzia�ywania generowana jest fala napr��e�, która 
przemieszcza si� przez pr�t wej�ciowy, docieraj�c poprzez próbk� do pr�ta wyj�ciowego.  

Na podstawie sygna�ów z czujników tensometrycznych okre�lono przebiegi pr�dko�ci na 
lewym i prawym brzegu próbki w kolejnych chwilach czasowych oraz wyznaczono przebiegi 
si� dzia�aj�cych na próbk� w kolejnych chwilach eksperymentu. Do�wiadczenie trwa�o oko�o 
600 mikrosekund, zatem niew�tpliwie jest to zjawisko szybkozmienne, które wymaga du�ej 
precyzji przygotowania stanowiska pomiarowego oraz dok�adnych odczytów z czujników 
pomiarowych. Z przebiegów wielko�ci wyznaczonych drog� eksperymentaln� mo�na 
wywnioskowa	, i� propagacja fali napr��e� poprzez próbk� trwa oko�o 130 mikrosekund. Po 
tym czasie fala rozpoczyna propagacj� przez pr�t wyj�ciowy.  
 
2. Model numeryczny  
 

Do zamodelowania zaprezentowanego przypadku wykorzystano oprogramowanie MSC 
Patran/Dytran, bazuj�ce na metodzie elementów sko�czonych. MSC Dytran jest programem 
umo�liwiaj�cym analiz� zjawisk szybkozmiennych, jednak nie pozwala on na zamodelowanie 
propagacji p�kni�cia. Z tego wzgl�du analizie poddano próbk� o sta�ej d�ugo�ci p�kni�cia. 

Do dyskretyzacji próbki oraz pr�tów zastosowano elementy bry�owe o�miow�z�owe.  
Fragment modelu uk�adu, z�o�onego z próbki oraz pr�ta wyj�ciowego zaprezentowano na 
rysunku 3. 

Liczb� elementów sko�czonych oraz w�z�ów zastosowanych do zamodelowania 
poszczególnych elementów uk�adu zestawiono w tabeli 2. 

 
 
                                                                                                                             

 
 

 
 
 
 
 
 

Rys. 3. Wybrany fragment modelu uk�adu 



Tabela 2. Liczba w�z�ów oraz elementów sko�czonych dla poszczególnych cz��ci uk�adu 
 

element liczba elementów sko�czonych liczba w�z�ów 
próbka 1779 2648 

pr�t uderzaj�cy 741 1160 
pr�t wej�ciowy 1989 3080 
pr�t wyj�ciowy 1248 1940 

 
Zamodelowano trzy warianty uk�adu.  W pierwszym wariancie zamodelowano próbk� oraz 

trzy pr�ty. W wariancie drugim wyeliminowano pr�t uderzaj�cy oraz wej�ciowy. Model 
sk�ada� si� zatem z próbki oraz pr�ta wyj�ciowego. Na lewym brzegu próbki zadano przebieg 
pr�dko�ci otrzymano eksperymentalnie. Trzeci wariant obejmowa� wy��cznie próbk�, na 
brzegach której zadano przebiegi eksperymentalnie wyznaczonych pr�dko�ci wej�ciowych 
oraz wyj�ciowych. 

Niezale�nie od rodzaju analizowanego wariantu otrzymano identyczne przebiegi 
przemieszcze� w funkcji czasu, rozk�ady napr��e� redukowanych w poszczególnych 
chwilach czasowych oraz pr�dko�ci wybranych w�z�ów. Prezentowane poni�ej wyniki 
analizy numerycznej oraz mapy barwne rozk�adu napr��e� redukowanych dotycz� trzeciego 
przypadku, w którym badano zachowanie samej próbki.  
 
3. Wyniki analizy  
 

Na rysunku 4  przedstawiono przyk�adowe mapy barwne napr��e� redukowanych oraz 
deformacj� próbki w kolejnych chwilach czasu.  

Na rysunku 5 zaprezentowano przebieg pr�dko�ci na prawym brzegu próbki.  
 
a)                           b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c)                        d) 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
Rys. 4. Mapy barwne napr��e� redukowanych wed�ug hipotezy Hubera w wybranych    
            chwilach czasowych:  a) 50 μs b) 130 μs c) 216 μs d) 300 μs  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 5. Przebieg pr�dko�ci na prawym brzegu próbki 
 
4. Wnioski 
 

Analiza zjawisk szybkozmiennych metod� elementów sko�czonych jest zagadnieniem 
trudnym, a jej dok�adno�	 zale�ny od wielu czynników, takich jak g�sto�	 siatki, topologia 
elementów sko�czonych oraz wielko�	 kroku czasowego.  

Analizuj�c poszczególne mapy barwne mo�na zauwa�y	, i� po oko�o 130 mikrosekundach 
propaguj�ca fala dociera do ko�ca próbki. W chwili czasowej równej 216 mikrosekund 
zaobserwowano maksymalne otwarcie p�kni�cia. W eksperymentalnej próbce po tym czasie 
zaobserwowano propagacj� p�kni�cia. W analizowanym przypadku rozpatrywano p�kni�cie o 
sta�ej d�ugo�ci, dlatego te� wyniki analizy numerycznej mo�na porównywa	 z wynikami 
eksperymentalnymi wy��cznie do chwili czasowej równej 216 mikrosekund. Po wspomnianej 
chwili czasowej wyniki mog� by	 ró�ne ze wzgl�du na ró�ny charakter zachowania si� 
próbki. 

Analizuj�c wykresy pr�dko�ci wyznaczonych do�wiadczalnie oraz numerycznie mo�na 
zauwa�y	 dobr� zgodno�	 wyników. Na tej podstawie mo�na stwierdzi	, i� analiz� 
numeryczn� przeprowadzono poprawnie.  
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Streszczenie. W pracy zosta�a przeprowadzona analiza zderzenia czaszki 
oraz odcinaka szyjnego kr�gos�upa z zag�ówkiem fotela samochodowego 
podczas zderzenia tylnego. W pierwszej kolejno�ci zosta� przygotowany 
model geometryczny kr�gos�upa szyjnego i czaszki oraz stworzona zosta�a 
siatka elementów sko�czonych. W analizie wykorzystano system 
MSC.Dytran. 

1. Wprowadzenie 
 
Przy stale rozwijaj�cym si� post�pie technologicznym jeste�my w stanie budowa	 coraz to 

szybsze i bardziej niezawodne pojazdy. Nale�y jednak zwróci	 szczególn� uwag� na popraw� 
bezpiecze�stwa ludzi, którzy b�d� nimi podró�owa	. Badania nad mechanik� uk�adu 
ruchowego cz�owieka [1] pozwalaj� nam lepiej zrozumie	 zjawiska zachodz�ce podczas 
zderze� oraz pozwalaj� przewidzie	 ewentualne urazy.  
 
2.   Model geometryczny 
 

Model geometryczny czaszki zosta� stworzony na podstawie trójwymiarowego skanu 
czaszki. Otrzymana w ten sposób chmura punktów zosta�a przetworzona na siat� trójk�tów. 
Powierzchnie czaszki zosta�y poddane nieznacznej korekcie. Usuni�te te� zosta�y niektóre 
otwory maj�ce niewielki wp�yw na wyniki analizy, poniewa� stanowi�y one znaczn� 
przeszkod� w pó�niejszym tworzeniu siatki elementów sko�czonych. Uproszczony zosta� 
tak�e kszta�t �uku jarzmowego, a jego pierwotny kszta�t zosta� zast�piony powierzchni�. 
Powierzchnia ta zosta�a wygenerowana na krzywych rozpi�tych na punktach nale��cych do 
pozosta�ych cz��ci czaszki. Nast�pnie na siatce trójk�tów wygenerowane zosta�y 
powierzchnie oparte na krzywych NURBS. 

Model kr�gos�upa zosta� przygotowany na podstawie plików DICOM uzyskanych podczas 
badania tomograficznego [3]. Przy u�yciu programu 3D.Doctor pliki DICOM (obrazy  
w odcieniach szaro�ci) zosta�y przekszta�cone w chmur� punktów. Dalsze post�powanie by�o 
identyczne jak w przypadku wcze�niej opisanej geometrii czaszki. 

 

   
 

Rys. 1. Model geometryczny czaszki oraz jednego z kr�gów szyjnych 



3.   Model numeryczny 
 

Poniewa� czaszka, a zw�aszcza mózgoczaszka, sk�ada si� g�ównie z ko�ci p�askich, do jej 
zamodelowania u�yte zosta�y g�ównie elementy powierzchniowe czterow�z�owe. W celu 
umo�liwienia po��czenia siatki czaszki z reszt� modelu zdyskretyzowan� elementami 
czworo�ciennymi, niektóre jej obszary podzielono na elementy trójk�tne. Dla uproszczenia 
siatka zosta�a zamodelowana jako symetryczna, co znacznie skróci�o przygotowanie modelu.  
Grubo�	 elementów ustalono na podstawie �redniej grubo�ci ko�ci czaszki i wynosi 6 mm. 

Ze wzgl�du na bardzo skomplikowan� budow� kr�gos�upa, po��cze� mi�dzykr�gowych  
i silnie rozwini�tego aparatu wi�zad�owego, dyskretyzacja kr�gos�upa poch�on��a znaczn� 
cz��	 czasu po�wi�conego pracy. Przy tworzeniu siatki kr�gów uwzgl�dniono naturalny 
podzia� ko�ci na istot� g�bczast�, stanowi�c� wewn�trzn� cz��	 ko�ci, oraz zewn�trzn� 
warstw� korow�. Do dyskretyzacji istoty g�bczastej wykorzystano elementy czworo�cienne  
czterow�z�owe. Warstwa korowa zosta�a zast�piona pow�okowymi elementami trójk�tnymi. 
W celu zweryfikowania takiego post�powania przeprowadzono dodatkow� analiz� 
porównawcz�, której wyniki przedstawione zostan� w dalszej cz��ci artyku�u. Przy tworzeniu 
siatki dysków mi�dzykr�gowych uwzgl�dniony zosta� podzia� na j�dro mia�d�yste oraz 
pier�cie� w�óknisty. Wi�zad�a zosta�y zamodelowane przy pomocy elementów pr�towych 
dwuw�z�owych, które zosta�y rozpi�te na w�z�ach nale��cych do elementów sko�czonych 
kr�gów. 

 
 

Rys. 2. Przekrój przez siatk� elementów kr�gos�upa szyjnego 
 

Zag�ówek fotela samochodowego zamodelowany zosta� elementami czworok�tnymi, które 
zosta�y zdefiniowane jako nie odkszta�calne. 
 
4.   Modelowanie materia�u 
 

Materia� z którego zbudowane s� kr�gi mo�na traktowa	 jak naturalny materia� 
kompozytowy, o w�asno�ciach nieliniowych. W pracy do zamodelowania kr�gów szyjnych 
wykorzystano dwa ró�ne rodzaje materia�ów co pozwoli�o w przybli�eniu odda	 struktur� 
kr�gów. Istot� g�bczast� zamodelowano jako silnie nieliniowy materia� izotropowy,  
a warstw� korow� jako materia� liniowy, poniewa� w rzeczywisto�ci jego charakterystyka 
zbli�ona jest do materia�ów kruchych. G�sto�	 ko�ci ustalona zosta�a na poziome 
odpowiadaj�cym osobie w wieku ok. 20-30 lat.  Dyski mi�dzy kr�gowe równie� mo�na uzna	 
za materia� kompozytowy. Zbudowane s� z nie�ci�liwego galaretowatego j�dra otoczonego 



pier�cieniami w�óknistymi. W analizie zamodelowane one zosta�y jako liniowe o ró�nym 
wspó�czynniku Poissona od 0,3 do 0,49. 

 

 
 

Rys. 3. Charakterystyka napr��eniowo – odkszta�ceniowa ko�ci 
 

Wi�zad�a które w rzeczywisto�ci mo�na traktowa	 jako ci�gna zosta�y zamodelowane przy 
pomocy materia�u anizotropowego, spr��y�cie-plastycznego z nieliniow� charakterystyk�  
w zakresie spr��ystym, który umo�liwi� obci��enie wi�zade� wy��cznie si�� rozci�gaj�c�. 
Dodatkowo wprowadzona zosta�a histereza napr��eniowo-odkszta�ceniowa widoczna na 
wykresie poni�ej. 

 

 
 

Rys. 4. Charakterystyka napr��eniowo odkszta�ceniowa wi�zad�a pod�u�nego przedniego 
 
5.   Porównanie kr	gu zamodelowanego elementami pow�okowymi i bry�owymi.  
 

Poniewa� w analizie do zamodelowania kr�gów szyjnych wykorzystano elementy 
czworo�cienne na których pó�niej rozpi�to pow�ok� z elementów trójk�tnych o grubo�ci 
równej �redniej grubo�ci warstwy korowej tj. 2 mm, nale�a�o sprawdzi	 czy takie podej�cie 
da po��dane rezultaty. Porównano model opisany wcze�niej, model zamodelowany tylko 
elementami bry�owymi [4], oraz dane oparte na badaniach do�wiadczalnych.  



Modele kr�gów zosta�y utwierdzone na dolnej powierzchni trzonu, natomiast na 
powierzchni górnej trzonu przy�o�ona zosta�a równomiernie roz�o�ona si�a na wszystkie 
w�z�y nale��ce do tej powierzchni. Si�a ta odpowiada naciskowi ok. 4 MPa. 

 

 
 

Rys. 5. Modele kr�gów poddanych analizie porównawczej 
 

Analiza wykaza�a �e sztywno�	 modelu kr�gu z elementami pow�okowymi jest bardziej 
zbli�ona do rzeczywistej sztywno�ci kr�gu ni� w przypadku modelu zamodelowanego tylko 
elementami bry�owymi. Ponadto manipuluj�c grubo�ci� elementów mo�na jeszcze bardziej 
zbli�y	 si� do wyników otrzymanych na bazie eksperymentu [2]. 

 
Tabela 1. Porównanie wyników 

 
Model Sztywno�	 [N/mm] 

Elementy bry�owe i powierzchniowe 562
Tylko elementy bry�owe 1012
Wyniki do�wiadczalne 579 

 
6.   Podsumowanie 
 

Szczególnych trudno�ci podczas przygotowania analiz zderzeniowych przysparza 
uzyskanie odpowiedniego modelu struktury biomechanicznej. Ze wzgl�du na niezwykle 
skomplikowan� budow� zarówno na poziomie mikro jak i makro skopowym, oraz materia�y  
o budowie kompozytowej i nieliniowych w�asno�ciach które dodatkowo maj� charakter 
osobniczy, wyniki analizy cz�sto znacznie odbiegaj� od rzeczywisto�ci. Popraw� wyników 
mo�na uzyska	 dobieraj�c odpowiednie w�asno�ci przy pomocy prób i b��dów. 
Przeprowadzenie analizy dynamicznej struktury biomechanicznej mimo pomini�cia wielu 
czynników wymaga bardzo du�ej mocy obliczeniowej oraz znacznego nak�adu czasu. 
Problemem równie� jest pozyskanie wyników opartych na badaniach eksperymentalnych,  
a co za tym idzie zweryfikowanie prowadzonych oblicze�.  
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Streszczenie. Artyku� dotyczy modelowania przep�ywu cieczy przez 
biorusztowanie stosowane w procesie regeneracji tkanki kostnej. Do 
przygotowania analizy i wizualizacji wyników wykorzystany zosta� 
system MSC.Patran, same za� obliczenia wykonane zosta�y w programie 
MSC.Dytran. 
 
1.   Wprowadzenie 

 Biorusztowania stosowane w procesie regeneracji tkanki kostnej umo�liwiaj� jej 
odbudow� w sytuacji gdy uszkodzenie ko�ci jest zbyt du�e by organizm by� w stanie sam 
sobie z nim poradzi	. Zadaniem biorusztowania jest stworzenie odpowiedniego pod�o�a na 
którym b�dzie mog�a wzrasta	 nowo powstaj�ca tkanka kostna. W miar� post�powania 
procesu regeneracji rusztowanie ulega stopniowej bioresorpcji. Porowata struktura 
biorusztowania poddawana dzia�aniu si� oraz  przep�ywów musi zachowa	 odpowiedni� 
wytrzyma�o�	, a� do momentu zregenerowania si� ko�ci. W niniejszym artykule 
przedstawiona zosta�a symulacja oddzia�ywania przep�ywaj�cej cieczy (limfy) na struktur� 
biorusztowania. 
 
2.   Metoda obj	to
ci sko�czonych 
 
 Do modelowanie zagadnie� zwi�zanych z przep�ywem cieczy w programie MSC.Dytran 
wykorzystywana jest metoda obj�to�ci sko�czonych. W metodzie tej badany materia� 
przemieszcza si� pomi�dzy kolejnymi elementami siatki, która pozostaje niezmienna w czasie 
i przestrzeni.  
 Obliczenia wykonywane w programie dla p�ynów nielepkich oparte s� na ró�niczkowym 
równaniu ruchu Eulera zapisanym w postaci : 

                                     (1) 

poszczególne sk�adowe definiowane s� nast�puj�co : 

              (2)                

gdzie : 
� – g�sto�	 
u, v, w – pr�dko�ci wzgl�dem osi x, y, z 
E – energia ca�kowita 
p – ci�nienie 
 



 Aby uk�ad równa� by� mo�liwy do rozwi�zania wykorzystywane jest ponadto równanie 
stanu, które w najprostszej formie przybiera posta	: 

                                                          (3) 
gdzie :  
K – modu� �ci�liwo�ci 
�0 – pocz�tkowa g�sto�	 p�ynu 
 
3.   Przygotowanie modelu 
 
 Model biorusztowania, przedstawiony na rysunku 1, przygotowany zosta� w programie 
MSC.Patran [2]. Wymiary modelu biorusztowania wynosz� 9x9x1.4 [mm], a do jego 
dyskretyzacji zosta�y zastosowane elementy sze�cienne o�miow�z�owe (HEX8). Pojedynczy 
element sko�czony rusztowania ma wymiary 50x50x50 [μm]. 
 Model biorusztowania zawiera si� we wn�trzu prostopad�o�cianu o wymiarach 9.2x9.2x1.6 
[mm], (rys. 2). Obszar ten stanowi przestrze� w której porusza si� ciecz, jest to tzw. bry�a 
Eulera (Eulerian Solid). Bry�a zosta�a podzielona na elementy typu HEX8 o wymiarach 
100x100x100 [μm].    
 

 
 

                     Rys. 1. Model rusztowania                                         Rys. 2. Bry�a Eulera 
 

 Przenoszenie oddzia�ywa� pomi�dzy ciecz� a cia�em sta�ym odbywa si� przy u�yciu 
powierzchni sprz�gaj�cej General Coupling. W metodzie tej w�z�y siatki utworzonej na ciele 
sta�ym nie musz� pokrywa	 si� z w�z�ami siatki, we wn�trzu której porusza si� ciecz.  
 Do analizy jako materia� biorusztowania przyj�ty zosta� hydroksyapatyt. Jest to 
bioresorbowalny materia� ceramiczny cz�sto wykorzystywany w produkcji biorusztowa�. 
Zarówno dla materia�u biorusztowania jak i dla przep�ywaj�cej cieczy w programie 
zastosowano najprostszy model liniowy.  W�asno�ci materia�ów przedstawia poni�sza tabela.  
 
Tabela 1. W�asno�ci materia�owe [1] 
 

Materia� G�sto�	  
[kg/m3] 

Modu� Younga 
[GPa] 

Modu� �ci�liwo�ci 
[GPa] 

Liczba 
Poissona 

Hydroksyapatyt 3100 70 - 0.28 
Limfa 1000 - 2.2 - 

 



 Program MSC.Patran wymaga przyj�cia spójnego uk�adu jednostek, tak wi�c w analizie 
przyj�te zosta�y nast�puj�ce jednostki podstawowe: kg/mm/ms. 
 Analizowane rusztowanie zosta�o utwierdzone na brzegach i poddane dzia�aniu przep�ywu, 
którego pr�dko�	 wynosi�a 1[cm/s]. P�ynowi nadano pr�dko�	 pocz�tkow� (1[cm/s]), oraz 
pocz�tkow� g�sto�	 (1000[kg/m3]). Krok czasowy oraz czas analizy dobrane zosta�y 
eksperymentalnie i wynosz� odpowiednio 6e-9 [s], 5e-5 [s].  
 
4.   Wyniki analizy 
 
 Na poni�szych rysunkach pokazany zosta� rozk�ad napr��e� i przemieszcze� uzyskany w 
8060 cyklu, czyli po czasie 5e-5 [s]. Maksymalne przemieszczenia wyst�puj�, zgodnie z 
oczekiwaniami, w centralnej cz��ci rusztowania i wynosz� 2.45e-5 [mm]. Maksymalne 
napr��enia wyst�puj�ce w miejscach utwierdzenia rusztowania wynosz� 0.236 [MPa].   
 

 
   
   Rys. 3. Rozk�ad przemieszcze�                             Rys. 4. Rozk�ad napr��e� 
 
 Wykres na rys. 5 przedstawia przemieszczenia w kierunku osi Z, elementu znajduj�cego 
si� w centralnej cz��ci rusztowania. Zmiana napr��e� w czasie, dla elementu znajduj�cego si� 
w miejscu utwierdzenia, zosta�a pokazana na rys. 6. Na wykresach zaobserwowa	 mo�na, �e 
zarówno maksymalne odkszta�cenia jaki i maksymalne napr��enia wyst�puj� w pocz�tkowej 
fazie analizy.   
 

 
 

             Rys. 5. Zmiana przemieszcze� w czasie             Rys. 6. Zmiana napr��e� w czasie  



 Rozk�ad pr�dko�ci przep�ywu cieczy dla poszczególnych elementów przedstawiony zosta� 
na rysunku 7. Belki biorusztowania wymuszaj� zmian� kierunku przep�ywu oraz zwi�kszaj� 
jego pr�dko�	, �wiadczy to o poprawnym dzia�aniu warstwy sprz�gaj�cej. 
 Zmiana pr�dko�ci przep�ywu w czasie dla pojedynczego w�z�a pokazana zosta�a na 
wykresie (rys. 8). Jak wida	 pr�dko�	 ta waha si� w granicach od pr�dko�ci pocz�tkowej tj.   
1 [cm/s] do 3.65 [cm/s]. 
 

 
                                                       

          Rys. 7. Pr�dko�	 przep�ywu cieczy                       Rys. 8. Pr�dko�	 przep�ywu  
                                                                                       w w��le zaznaczonym na rys. 7. 
  
5.   Wnioski 
  
 Maksymalne napr��enia i odkszta�cenia wyst�pi�y w pocz�tkowej fazie analizy, w 1000 
cyklu (czas 0.0062[ms]) i wynosz� odpowiednio : 

� maksymalne napr��enie: 0.365 [MPa] 
� maksymalne odkszta�cenie: 3.65e-5 [mm] 

 Jest to spowodowane zadan� pr�dko�ci� pocz�tkow� przep�ywu, której kierunek dzia�ania 
w pocz�tkowej fazie analizy jest prostopad�y do powierzchni czo�owej rusztowania. W 
kolejnych cyklach analizy kierunek ten stopniowo zaczyna si� zmieni	, ciecz op�ywa 
napotykane przeszkody (rys.7).  Otrzymane warto�ci napr��e� i przemieszcze� s� niewielkie 
co jest spowodowane ma�� pr�dko�ci� przep�ywu.   
 Ze wzgl�du na rozmiar zadania i wymagany krok czasowy na poziomie 6e-9 [s], czas 
analizy jest bardzo krótki (5e-5[s]). Czas ten nie pozwala na ustabilizowanie si� pr�dko�ci 
przep�ywu cieczy, dlatego te� na wykresie na rys.8 widzimy znaczne jej wahania. 
 Du�y wp�yw na rozk�ad napr��e� i przemieszcze� ma odpowiedni dobór g�sto�ci i 
po�o�enia siatki wewn�trz której porusza si� p�yn. Stosuj�c metod� General Coupling nale�y 
unika	 nak�adania si� w�z�ów poszczególnych siatek, gdy� prowadzi to do znacznego 
zmniejszania si� kroku czasowego podczas analizy. 
 Otrzymane wyniki mog� by	 pomocne przy projektowaniu parametrów geometrycznych 
biorusztowania. 
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Streszczenie. Artyku� dotyczy modelowania oddzia�ywa� pola 
elektrycznego na zdrow� tkank� biologiczn� jak i tkank� zaatakowan� 
nowotworem. Nat��enie pola elektrycznego powoduje wzrost wydzielania 
si� ciep�a w tkance, a tym samym wzrost jej temperatury. Model matema-
tyczny problemu sk�ada si� z równa� opisuj�cych rozk�ad potencja�u elektrycznego oraz 
rozk�ad temperatury w tkance, uzupe�nionych odpowiednimi warunkami brzegowymi. 
Zadanie rozwi�zano za pomoc� metody elementów brzegowych, a obliczenia zrealizowano w 
programie narz�dziowym MathCAD. Pokazano wyniki oblicze� oraz sformu�owano wnioski. 
 
1. Wprowadzenie 
 

Zjawisko hipertermii, czyli nadmiernego wzrostu temperatury cia�a (powy�ej 41ºC) 
zachodzi wówczas, gdy organizm cz�owieka wytwarza lub absorbuje wi�cej ciep�a w 
jednostce czasu, ni� jest w stanie utraci	. Do hipertermii naturalnej dochodzi najcz��ciej na 
skutek nadmiernego dzia�ania promieni s�onecznych. Hipertermi� mo�na równie� 
wywo�ywa	 sztucznie, za pomoc� odpowiednich urz�dze�, w celu lokalnego podwy�szenia 
temperatury cia�a. Tego typu metody stosuje si� mi�dzy innymi w leczeniu chorób 
nowotworowych, poniewa� podwy�szenie temperatury komórek rakowych prowadzi do ich 
zniszczenia [1]. Stan lokalnej hipertermii uzyskuje si� np. za pomoc� miejscowego 
oddzia�ywania pola elektromagnetycznego lub lasera na organizm cz�owieka. 

W pracy zajmowano si� modelowaniem oddzia�ywania pola elektrycznego (wywo�anego 
dwoma elektrodami) na zdrow� tkank� biologiczn� oraz tkank� zmienion� chorobowo.  
 
2. Model matematyczny i metoda rozwi�zania 
 

Lokalne, kontrolowane podwy�szenie temperatury w obszarze guza mo�na uzyska	 
mi�dzy innymi za pomoc� dzia�ania pola elektrycznego na tkank� biologiczn�. Na rysunku 1 
pokazano typowy system hipertermii. 

 

 
Rys. 1. Schemat hipertermii wywo�anej polem elektrycznym 

 
Potencja� pola elektrycznego �1 (x, y)wewn�trz tkanki opisuje nast�puj�ce równanie 



� � � �� � 0,,: 11 	-./ yxyxx 01             (1) 
 

gdzie �1 (x, y) [C2 /(Nm2)] jest przenikalno�ci� elektryczn� tkanki. Równanie opisuj�ce 
potencja� pola elektrycznego �2 (x, y) wewn�trz guza ma posta	  
 

� � � �� � 0,,: 22 	-./ yxyxx g 01     (2) 
 

gdzie �2 (x, y) [C2 /(Nm2)] jest przenikalno�ci� elektryczn� obszaru nowotworu.  
Na powierzchni kontaktu {c zdrowej tkanki i guza przyjmuje si� warunek ci�g�o�ci w postaci  
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Na zewn�trznej powierzchni tkanki pozostaj�cej w kontakcie z elektrodami zak�ada si� 
nast�puj�ce warunki brzegowe  
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gdzie {1 {2 oznaczaj� odpowiednio powierzchnie dzia�ania elektrody l i 2, natomiast U jest 
napi�ciem elektrody w stosunku do ziemi.  
Na pozosta�ej, zewn�trznej powierzchni tkanki za�o�ono warunek brzegowy w postaci  
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Nat��enie pola elektrycznego wewn�trz tkanki oblicza si� z zale�no�ci  
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Wydzielanie si� ciep�a w tkance spowodowane rozproszon� si�� elektromagnetyczn� 

zale�y od przewodno�ci elektrycznej tkanki � [S/m] oraz nat��enia pola elektrycznego E. 
Przybli�on� warto�	 obj�to�ciowego ciep�a wygenerowanego w tkance mo�na wyznaczy	 na 
podstawie wzoru  
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Ustalone pole temperatury w obszarze tkanki i guza opisuje równanie Pennesa 
 

� � � � � � 0,,:, 2 	���-../ yxQQQyxTyx emetperfg 8�     (8) 
 

gdzie � [W/(mK)] jest wspó�czynnikiem przewodzenia ciep�a (przyj�to, �e wspó�czynnik ten 
jest taki sam dla tkanki zdrowej i guza), Qpref jest sk�adnikiem �ród�owym zwi�zanym z 



perfuzj�, Qmet sk�adnikiem �ród�owym zwi�zanym z metabolizmem, Qe - sk�adnikiem 
�ród�owym zwi�zanym z oddzia�ywaniem pola elektrycznego na tkank�. Dla uproszczenia 
dalszych rozwa�a� za�o�ono, �e Qpref i Qmet s� sta�e, ale dla podobszaru nowotworowego 
warto�ci tych sk�adników s� znacznie wy�sze ni� dla tkanki zdrowej. Równanie (8) 
uzupe�niono nast�puj�cymi warunkami brzegowymi: na górnej i dolnej powierzchni tkanki 
(powierzchnia skóry) przyj�to sta�� temperatur� Tb, na lewej i prawej powierzchni tkanki 
(wn�trze cia�a) przyj�to strumie� ciep�a równy zero (warunek adiabatyczny).  

Tak sformu�owane zadanie rozwi�zano za pomoc� metody elementów brzegowych, przy 
czym zastosowano sta�e elementy brzegowe oraz sta�e elementy wewn�trzne. 

 
3. Wyniki oblicze� 

 
Rozpatrywano obszar tkanki o wymiarach 0.08 m x 0.04 m. Powierzchnie elektrody górnej 

i dolnej s� równe 0.016 m . Na górnej powierzchni kontaktu tkanki z elektrod� przyj�to 
napi�cie 5V, a na dolnej -5V. Obszar oraz umiejscowienie guza o wymiarach 0.016m x 
0.016m pokazano na rysunku 1.  

W pierwszej kolejno�ci obliczono rozk�ad nat��enia pola elektrycznego przy za�o�eniu, �e 
przenikalno�	 elektryczna zdrowej tkanki �1 jak i guza �2 jest taka sama oraz przewodno�ci 
elektryczne s� równe: � = �1 = �2 = 0.4 [�/m]. Rozk�ad nat��enia pola elektrycznego ilustruje 
rysunek 2, natomiast na rysunku 3 przedstawiono rozk�ady pochodnych cz�stkowych 
nat��enia tego pola. Rozk�ad sk�adnika �ród�owego Qe (por. wzór (7)) w obszarze tkanki i 
guza pokazano na rysunku 4. 
 

 
Rys. 2. Rozk�ad pola elektrycznego 

 
Rys. 3. Pochodne nat��enia pola elektrycznego a) wzgl�dem x, b) wzgl�dem y 

 

 
Rys. 4. Rozk�ad sk�adnika �ród�owego Qe



W nast�pnym kroku oblicze� rozwi�zano równanie Pennesa (por. wzór (8)) dla wcze�niej 
wyznaczonego sk�adnika �ród�owego Qe wywo�anego polem elektrycznym oraz pozosta�ych 
sk�adników równych: 
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Do oblicze� przyj�to tak� sam� warto�	 wspó�czynnika przewodzenia ciep�a dla tkanki 
zdrowej i guza równ� �=0.5 [W/(mK)] oraz temperatur� brzegow� Tb =37 . Na rysunku 5 
pokazano rozk�ad temperatury w analizowanym obszarze. 
 

 
Rys. 5. Rozk�ad temperatury   

 
 

4. Wnioski 
 

Jak wynika z wykonanych oblicze�, zastosowanie pola elektrycznego wywo�anego 
napi�ciem ±5V powoduje wzrost temperatury w obr�bie guza do maksymalnej warto�ci 
równej 44.7ºC. W pozosta�ym obszarze równie� nast�puje wzrost temperatury, jednak jest on 
na tyle ma�y (poni�ej 42ºC), �e nie powoduje uszkodzenia zdrowej tkanki. Rozk�ad 
temperatury jest oczywi�cie zale�ny od napi�cia, jakim s� zasilane elektrody oraz od ich 
wymiarów.    
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Streszczenie. Artyku� dotyczy zjawiska kontaktu wyst�puj�cego 
pomi�dzy dwoma odkszta�calnymi walcami. Korzystaj�c z metody 
elementów sko�czonych i pakietu programów MSC.Patran/Marc 
otrzymano rozk�ad napr��e� i przemieszcze�, a nast�pnie porównano 
wyniki z analitycznymi. W pracy przeanalizowano dwa przypadki 
dyskretyzacji elementami sko�czonymi.  
 
1.   Wprowadzenie 
 

Napr��enie kontaktowe, nazywane tak�e stykowymi s� to napr��enia, które powstaj� 
na niewielkim obszarze styku w wyniku zetkni�cia si� dwóch cia� spr��ystych doci�ni�tych 
do siebie pewn� si�a [1] i [2]. Przy stosunkowo ma�ych si�ach docisku napr��enia te osi�gaj� 
niekiedy znaczn� warto�	 i mog� doprowadzi	 materia� cia� w bezpo�rednim otoczeniu 
obszaru styku do przekroczenia dopuszczalnego wyt��enia materia�u. 

Podstawowe uj�cie teoretyczne zagadnienia wyznaczania napr��e� stykowych poda� H. 
Hertz. W teorii Hertza przyj�to nast�puj�ce za�o�enia: 
- stykaj�ce si� cia�a s� wykonane z jednorodnego, izotropowego materia�u podlegaj�cego 

prawu Hooke'a, 
- w obszarze styku cia�a te s� ograniczone powierzchniami g�adkimi o krzywi�nie regularnej, 
- w obszarze styku w obu cia�ach powstaj� jedynie ma�e odkszta�cenia, 
- pole powierzchni styku jest ma�e w porównaniu z polem powierzchni stykaj�cych si� cia�, 
- na powierzchni styku wyst�puj� jedynie napr��enia normalne. 

Analizuj�c  zjawiska fizyczne czy procesy technologiczne mamy do czynienia 
z zagadnieniami kontaktu pomi�dzy cia�ami czy cia�em a p�ynem. Analiza ta ma na celu 
okre�lenie przemieszcze�, odkszta�ce� i napr��e�, które powstan� w wyniku kontaktu. 

MSC.Marc jest bardzo zaawansowanym algorytmu do modelowania kontaktu pomi�dzy 
cia�ami. S� to cia�a odkszta�calne i nieodkszta�calne zbudowane z elementów sko�czonych. 
Za pomoc� programu mo�emy dokona	 analizy kontaktu pomi�dzy cia�em deformowalnym 
i sztywnym  lub dwoma cia�ami deformowalnymi. Dla cia� odkszta�calnych jest te� 
zapewniona mo�liwo�	 rozpatrywania kontaktu pomi�dzy powierzchniami tego samego cia�a.  

 
2.   Rozwi�zanie analityczne 

 
Rozpatrzono przypadek  dwóch  stykaj�cych si� walców o osiach równoleg�ych 

doci�ni�tych pewn� si�a. Walce maj� nast�puj�ce wymiary: �rednica d = 0,01 m, d�ugo�	        
l = 0,05 m. Cia�a s� doci�ni�te si�a P = 2000 N i charakteryzuj� si� nast�puj�cymi  
w�asno�ciami materia�owymi: modu� spr��ysto�ci pod�u�nej (Younga): E = 2,2*1011 Pa 
i wspó�czynnik Poissona 
 = 0,3. 



W analizowanym przypadku, gdy elementami stykaj�cymi si� s� walce o osiach 
równoleg�ych, obszar styku jest prostok�tem o po�owie szeroko�ci równej   
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212 �
	       (2) 

 
gdzie: r – promie� walca, p – obci��enie na jednostk� d�ugo�ci 
 
Dla przyj�tych danych otrzymujemy nast�puj�ce warto�ci: b = 3,245*10-5 m,           
k = 8,273*10-12 m2/N. 

 
Wykresem przedstawiaj�cym rozk�ad napr��e� w kierunki szeroko�ci jest elipsa (rys.1). 
 

 
 

Rys. 1. Rozk�ad napr��e� stykowych  
 

Maksymalne ci�nienie na powierzchni� styku równe najwi�kszemu napr��eniu �ciskaj�cemu 
liczymy nast�puj�co: 
 

p
kd

dp 2max
4
+

	      (3) 

 
pmax = 7,846*108 Pa 

 
Najwi�ksze napr��enie w miejscu styku wynosi: 

 
� =  – pmax  =  –7,846*108 Pa 

 
 
 



3.   Model numeryczny 
 

Do modelowania wykorzystano programy MSC.Marc i MSC.Patran [3]. Zadanie zosta�o 
rozpatrzone jako dwuwymiarowe. Dla uproszczenia modelu zastosowano symetrie. 
Geometria, w�asno�ci materia�owe i dyskretyzacja na elementy sko�czone zosta�y zadane 
w programie MSC.Patran.  

 

 
    
Rys. 2. Dyskretyzacja uk�adu dla 356 
elementów sko�czonych 

Rys. 3. Dyskretyzacja uk�adu dla 3176 
elementów sko�czonych  

 
Zosta�a zastosowana siatka regularna. Na rysunku 2 i 3 przedstawiono podzia� 

rozpatrywanego walca na 356 i 3176 elementów sko�czonych 
W obliczeniach wytrzyma�o�ciowych wykorzystano  system MSC.Marc. W programie zadano 
kontakt jak i warunki brzegowe. Poniewa� zastosowano uproszczenie w postaci symetrii to 
zosta�a zadana po�owa warto�ci si�y.  
 
4.   Wyniki analizy numerycznej 
 

Symulacja przebieg�a w 5 iteracjach. Otrzymane wyniki napr��e� �ciskaj�cych 
zaprezentowano na rysunku 4. 
 
  
 
 



a) b) 

  
 

Rys. 4. Napr��enie �ciskaj�ce: a) dla siatki sk�adaj�cej si� z 356 elementów 
sko�czonych, b) dla siatki sk�adaj�cej si� z 3176 elementów sko�czonych 
 

Tabela 1. Porównanie wyników 
 

Numerycznie  Analitycznie 356 elementów 3176 elementów 
Napr��enie �ciskaj�ce 

[Pa] -7,846*108 -1,236*108 -2,356*108 

 
 
5.   Podsumowanie 

Porównuj�c wyniki oblicze� zagadnienie kontaktu w programie MSC.Marc z wynikami 
analitycznymi zauwa�amy ró�nice, które mog� wynika	 z uproszcze� przyj�tych 
w algorytmie wykrywania kontaktu. Badaj�c uk�ad przy pomocy oprogramowanie MSC.Marc 
zauwa�amy, �e g�sto�	 siatki ma du�y wp�yw na otrzymane wyniki. Stosuj�c wi�cej 
elementów sko�czonych  napr��enia �ciskaj�ce s� bli�sze wynikom otrzymanym metod� 
analityczn�. 
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Streszczenie. Celem pracy by�a weryfikacja równowa�nego modelu 
numerycznego uk�adu zaworu dyskowego, u�ywanego w amortyzatorach 
motoryzacyjnych. Wyniki przeprowadzonych bada� oraz symulacji 
pozwoli�y na lepsze zrozumienie wp�ywu parametrów konstrukcyjnych na 
wytrzyma�o�	 dysków zaworowych. Podstaw� weryfikacji modelu 
numerycznego by�y pomiary statyczne, przeprowadzone na ramie obci��eniowej Instron®. 
Jako�ciowa analiza wra�liwo�ci zastosowana do wyników symulacji identyfikowa�a 
parametry, które statystycznie by�y najbardziej znacz�ce dla funkcjonowania uk�adu. 
 
1.   Wprowadzenie 
 

Uk�ad zaworowy sk�ada si� z po��czenia dysków i podk�adek, dalej nazywanych jako stos 
dysków. Stos dysków jest zaprojektowany tak, by stawia	 opór zmiennym ci�nieniom 
dzia�aj�cym na t�ok (rys. 1). Liczba dysków, ich �rednice i grubo�ci bezpo�rednio wp�ywaj� 
na trwa�o�	 systemu zaworowego. Wybór zaworu i jego strojenie jest procesem optymalizacji, 
którego kryterium stanowi kompromis pomi�dzy si�� t�umienia a wytrzyma�o�ci�. 
 

 
 

Rys. 1. Schemat uk�adu zaworu dyskowego amortyzatora 
 
2.   Model numeryczny 
 
 Uk�ad zaworu dyskowego amortyzatora zosta� zamodelowany jako trójwymiarowy, 
niesymetryczny model (rys. 2). Za minimum przyj�to cztery elementy sko�czone buduj�ce 
grubo�	 dysku.  Do generacji siatki u�yto 8789 bry�owych, o�miow�z�owych elementów 
sze�ciennych (Linear hexahedron, C3D8R [1]).  



Symulacja sk�ada�a si� z trzech podstawowych kroków pozwalaj�cych na obci��enie  
i odci��enie uk�adu: obci��enia wst�pnego, wymuszenia przemieszczeniem oraz usuni�cia 
obci��enia. 

 

 
 

Rys. 2. Budowa modelu numerycznego 
 

W pierwszym kroku nakr�tka porusza�a si� w dó�, �ciskaj�c uk�ad z si�� równ� sile 
wyst�puj�cej w gwincie podczas dokr�cania [2]. W drugim kroku do kraw�dzi oparcia 
przy�o�one zosta�o przemieszczenie, powoduj�c odkszta�cenie dysków. W ostatnim kroku 
przemieszczenie zosta�o usuni�te, uk�ad wróci� do stanu sprzed kroku drugiego.  
  
3.   Pomiar obiektu do
wiadczalnego 

 
Do testów wykorzystano ram� obci��eniow� Intron® model 5582 (rys. 3). Sposób 

zamocowania oraz elementy oprzyrz�dowania pomiarowego przedstawiono na rys. 4. 
Procedura testu zawiera�a nast�puj�ce kroki: kasowanie luzów uk�adu, wymuszenie 
przemieszczeniem i usuni�cie obci��enia. 

 

 
 

Rys. 3. Stanowisko pomiarowe  
(rama obci��eniowa, komputer PC) 

 
Rys. 4. Zamocowanie oprzyrz�dowania 

pomiarowego (g�owica, przetwornik 
si�y, zawór, masywna tuleja) 



4.   Wyniki analizy 
 

Wyniki symulacji zosta�y bezpo�rednio porównane z pomiarami eksperymentalnymi  
(rys. 5).  B��d wzgl�dy mi�dzy wynikami nie przekroczy� 5%. 
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Rys. 5. Porównanie wyników symulacji i eksperymentu 
 

Maksymalne napr��enia wyst�powa�y w dolnej cz��ci dysku (rys. 6). Warto�ci te by�y 
stosunkowo niedu�e, poniewa� typowe napr��enia wyst�puj�ce w dyskach zaworowych 
wynosz� od 1600 do 1800 MPa.  
 

 
 

Rys. 6. Napr��enia wyst�puj�ce podczas drugiego kroku symulacji 
 

W celu zidentyfikowania trendów i warto�ci odnosz�cych si� do zmian parametrów 
modelu zosta�a wykonana jako�ciowa analiza wra�liwo�ci. G�ównymi czynnikami poddanymi 
analizie by�y: grubo�	 dysku (rys. 7) i si�a osiowa (rys. 8). 
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Rys. 7. Wyniki symulacji dla trzech ró�nych grubo�ci dysków 
 

0

50

100

150

200

250

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
Przemieszczenie [mm]

Si
�a

 [N
]

Moment nominalny
15% Momentu nominalnego

 
 

Rys. 8. Wyniki symulacji dla ró�nych momentów dokr�cenia nakr�tki 
 
5.   Podsumowanie 
 
 W rzeczywistych zaworach dyskowych amortyzatora czynnikiem wymuszaj�cym jest 
ci�nienie przet�aczanego oleju. Weryfikacja takiego uk�adu mog�aby by	 bardzo trudna lub 
niemo�liwa do przeprowadzenia. Przystosowanie obiektu do�wiadczalnego do „suchych 
testów” umo�liwi�o weryfikacje uk�adu zaworu dyskowego.  

Przyj�ty model numeryczny dostarczy� zgodnych wyników. Moment dokr�cenia nakr�tki, 
zamodelowany jako si�a osiowa, mia� niewielki wp�yw na wyniki symulacji. Natomiast 
najbardziej wp�ywowym parametrem symulacji by�a grubo�	 dysku. Grubo�	 pe�nego stosu, 
zale�na równie� od tolerancji wykonania dysku, mia�a istotny wp�yw na funkcjonowanie 
ca�ego uk�adu. 
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Streszczenie. W artykule sformu�owano problem programowania 
wielokryterialnego. Omówiono autorski program komputerowy 
SimplexApp s�u��cy do rozwi�zywania zada� programowania liniowego 
za pomoc� metody simplex. Przedstawiono przyk�adowe zadanie 
wielokryterialne oraz sposób jego rozwi�zania za pomoc� programu 
SimplexApp. 
 
1. Wprowadzenie 
 

Optymalizacja wielokryterialna jest jednym z podstawowych sposobów wyznaczania 
kompromisów pomi�dzy rozbie�nymi celami. Jest ona u�ywana na ró�nych poziomach 
dzia�ania przedsi�biorstw, mi�dzy innymi w projektowaniu i eksploatacji procesów, czy 
planowaniu i organizacji przedsi�wzi�	 [2]. Zastosowanie optymalizacji wymaga od 
u�ytkownika znajomo�ci koncepcji, umiej�tno�ci budowy modelu matematycznego, wyboru 
metody optymalizacji oraz w�a�ciwej interpretacji wyników [3]. W pracy skoncentrowano si� 
na problemie optymalizacji wielokryterialnej wykorzystuj�c metod� simplex oraz 
przedstawiono autorski program rozwi�zuj�cy zadania za pomoc� tej metody. Przedstawiono 
sposób rozwi�zania problemu optymalizacji wielokryterialnej na przyk�adzie zadania z trzema 
funkcjami celu. 
 
2. Programowanie wielokryterialne 
 

Optymalizacja wielokryterialna polega na znalezieniu wektora zmiennych 
decyzyjnych (1), który spe�nia okre�lone warunki (ograniczenia) (2) oraz optymalizuje wektor 
funkcyjny (3), którego elementami s� funkcje celu [1]. 
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gdzie n oznacza ilo�	 zmiennych decyzyjnych, m – ilo�	 ogranicze� natomiast k – ilo�	 
funkcji celu. 

W prezentowanej metodzie, dla ka�dej kolejnej funkcji celu fci zak�ada si� znajomo�	 
pewnego poziomu jej zrealizowania qi (por. tabela 1), satysfakcjonuj�cego z punktu widzenia 
decydenta [2].  



Okre�la si� równie� wspó�czynniki kar [3] zwi�zane z ewentualnym niezrealizowaniem 
celów, przy czym dla celów ograniczonych jednostronnie (� lub �) wyst�puje tylko jeden 
niezerowy wspó�czynnik, natomiast dla celów ograniczonych dwustronnie (=) wyst�puj� dwa 
wspó�czynniki kar [1]: � ( )iy �  dla niekorzystnych odchyle� „in plus” oraz � ( )iy � dla 
niekorzystnych odchyle� „in minus”. 

W tabeli 1 przedstawiono ogóln� posta	 modelu matematycznego zadania [2]. W takim 
uj�ciu rozwi�zanie zadania nale�y uzna	 za optymalne, je�eli nie istnieje mo�liwo�	 
znalezienia rozwi�zania lepszego z uwagi na co najmniej jedno kryterium (funkcj� celu), bez 
pogarszania z uwagi na pozosta�e [4]. 
 

Tabela 1. Model matematyczny zadania [2] 
 

Nr celu  Wspó�czynniki kar Priorytet 
1 � �1 1 1... nfc x x q9  1ˆ ( )y �  1ˆ ( )y �  p1

2 � �2 1 2... nfc x x q�  2ˆ ( )y �  2ˆ ( )y �  p2

… … … … … 
k � �1...k n kfc x x q	  ˆ ( )ky �  ˆ ( )ky �  pk

11 1 12 2 1 1... n na x a x a x b� � � �  

21 1 22 2 2 2... n na x a x a x b� � � �  
… 

Ograniczenia: 

1 1 2 2 ...m m mn na x a x a x b� � � � m  

Warunki 
brzegowe: 1 2, ,..., 0nx x x 9  

 
3. Program komputerowy 
 

Program komputerowy SimplexApp zosta� napisany do rozwi�zywania zada� 
optymalizacji liniowej metod� simplex. Dzi�ki przyjaznemu interfejsowi (rysunek 1) program  

 

 
 

Rys. 1. Interfejs programu SimplexApp 



u�atwia wpisywanie danych oraz ich pó�niejsz� modyfikacj�, daje mo�liwo�	 ró�norodnego 
wy�wietlania wyników, a tak�e pozwala zapisywa	 wyniki do plików tekstowych. Przed 
wykonaniem oblicze� nast�puje walidacja wprowadzonych danych. Istniej mo�liwo�	 
wy�wietlenia postaci bazowej oraz wyznaczenia rozwi�za� alternatywnych, je�eli takowe 
istniej�. Program informuje o wyst�pieniu przypadków szczególnych rozwi�za�. Aplikacja 
ma niewielkie wymagania sprz�towe oraz nie wymaga instalacji. 
 
4. Przyk�ad oblicze� 
 

Sposób wyznaczania rozwi�zania optymalnego za pomoc� programu SimplexApp 
w zadaniu wielokryterialnym przedstawiono na przyk�adzie [1] z tabeli 2. 
 

Tabela 2. Model matematyczny przyk�adowego zadania [1] 
 

Nr celu  ˆ ( )iy �  ˆ ( )iy �  Priorytet 
1 1 26 5 100x x� 9  0 5 2 
2 1 24 3 5x x� 	 0  4 2 2 
3 1 22 4 5x x� � 0  3 0 1 

1 29 7 6x x� � 3  

1 2 8x x� �  Ograniczenia: 

1 2 6x x� 9  

Warunki 
brzegowe: 1 2, 0x x 9  

 
Na podstawie modelu nale�y utworzy	 dwa podzadania, poniewa� wyst�puj� trzy cele, 

z których dwa maj� ten sam priorytet. W pierwszym kroku nale�y, za pomoc� programowania 
liniowego, wyznaczy	 rozwi�zanie zadania o wy�szym priorytecie (cel 3), czyli rozwi�zanie 
zadania P1. W nast�pnym kroku nale�y rozwi�za	 zadanie, w którym zostan� jednocze�nie 
uwzgl�dnione cele nr 1 i 2 – zadanie P2. 

Nowo tworzone zadania P1 i P2 sk�adaj� si� z funkcji celu minimalizuj�cej warto�ci 
odchy�ek zwi�zanych z celami o danym priorytecie, ogranicze� pierwotnych (czyli 
wynikaj�cych z tre�ci zadania) oraz ogranicze� wynikaj�cych z za�o�onych celów. Dla i -
 tego celu ograniczenie takie ma posta	 

 
1 1 2 2 ( ) ( )i i i ic x c x y y iq� � � � � 	     (4) 

 
gdzie yi(+) i yi(–) oznaczaj� minimalizowane warto�ci odchy�ek odpowiednio „in plus” i „in 
minus”. Zadania uzupe�niamy warunkami nieujemno�ci dla zmiennych decyzyjnych 
i odchy�ek.
 
Zadanie P1: minimalizacja odchy�ek „in plus” dla celu 3: 
 

 33 ( )y MIN� :      (5) 
 

Rozwi�zanie zadania to kilka rozwi�za� alternatywnych, w ka�dym rozwi�zaniu 3y3 (+) = 0 
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Zadanie P2: minimalizacja odchy�ek „in minus” dla celów 1 oraz 2, a tak�e odchy�k� 
„in plus” dla celu 2, z uwzgl�dnieniem warto�ci odchy�ki y3 otrzymanej w zadaniu P1. 
 

1 2 25 ( ) 4 ( ) 2 ( )y y y MIN� � � � � :    (7) 
 

Otrzymano jedno rozwi�zanie, w którym: 5y1(–) + 4y2(+) + 2y2(–) = 327,5 
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Odpowied�: 
Rozwi�zanie zadania P2 jest optymalnym rozwi�zaniem ca�ego problemu. Wszystkie 
odchy�ki „in plus” s� zerowe. Cel 1 oraz 2 o priorytecie 2 nie zostan� zrealizowane, 
a niekorzystne odchy�ki „in minus” przedstawione zosta�y w powy�szym rozwi�zaniu (8). 
Cel 3 zosta� zrealizowany z korzystn� odchy�k� „in minus” równ� 25. 
 
5. Wnioski 
 

Problem programowania wielokryterialnego, w przedstawionej formie, sprowadza si� do 
rozwi�zania kilku zada� optymalizacji liniowej. Metoda Simplex jest uniwersaln� metod� 
wyznaczania rozwi�za� zada� programowania liniowego. Dzi�ki zastosowaniu 
przedstawionego programu komputerowego SimplexApp mo�na rozwi�zywa	 zadania 
optymalizacji liniowej z praktycznie dowoln� ilo�ci� zmiennych decyzyjnych oraz 
ogranicze�. Nie ma potrzeby sprowadzania modelu do postaci bazowej, poniewa� program 
sam j� wyznacza. Ilo�	 dodatkowych zmiennych bilansuj�cych i sztucznych jest przez 
program minimalizowana. Zalet� aplikacji SimplexApp jest graficzny interfejs u�ytkownika. 
Aby usprawni	 proces wyznaczania rozwi�zania wielokryterialnego nale�y uzupe�ni	 
program o funkcj� dodawania kolejnego ograniczenia oraz zmiany funkcji celu bez 
modyfikacji wcze�niejszych ogranicze�. 
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Streszczenie. W niniejszym artykule zosta�a przedstawiona analiza 
numeryczna uk�adu ramowego obci��onego statycznie za pomoc� metody 
elementów sko�czonych (MES). Opracowano w�asny program 
komputerowy, który wyznacza przemieszczenia w�z�ów. W celu 
sprawdzenia poprawno�ci otrzymywanych wyników uk�ad analizowano profesjonalnym 
oprogramowaniem MSC Patran/Nastran.  
 
1. Wprowadzenie 
 

G�ówne za�o�enie metody elementów sko�czonych (MES) to podzia� modelu 
geometrycznego ci�g�ego na elementy sko�czone, ��cz�ce si� w tzw. w�z�ach, czego efektem 
jest utworzenie modelu geometrycznego dyskretnego.  W zale�no�ci od rodzaju uk�adu  
w MES rozró�nia si� odpowiednio zdefiniowane elementy. Dla omawianej w artykule ramy 
przestrzennej elementem sko�czonym jest belka (rys. 1).  
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Rys. 1. Belkowy element sko�czony  
 

gdzie: U1,U2,U3,U7,U8,U9 s� przemieszczeniami liniowymi; U4,U5,U6,U10,U11,U12  
s� przemieszczeniami k�towymi; P1,P2,P3,P7,P8,P9 s� to si�y odpowiednio w kierunkach  
x, y, z; P4, P5, P6, P10, P11, P12 s� to momenty odpowiednio wzgl�dem osi x, y, z. 

 
W liniowo-spr��ystym modelu uk�adu podstaw� oblicze� jest zwi�zek mi�dzy si�ami P 

dzia�aj�cymi na w�z�y, a odpowiadaj�cymi tym si�om przemieszczeniami sk�adowymi 
w�z�ów U. Zwi�zek ten wyra�a si� równaniem macierzowym [1]: 

 	P K U  , (1) 
 
gdzie: K - macierz sztywno�ci uk�adu, P - wektor si�, U - wektor zawieraj�cy sk�adowe 
poszukiwanych przemieszcze�. 



Macierz sztywno�ci pojedynczego elementu belkowego  Ke
’ w uk�adzie lokalnym wi��e ze 

sob� przemieszczenia Ue i si�y Pe tego elementu i ma wymiar 12;12. Macierz t� zapisuje si� 
w postaci [2]: 
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                (2) 
gdzie: l - d�ugo�	 elementu sko�czonego, A - pole powierzchni przekroju poprzecznego,  
IY, IZ - g�ówne centralne momenty bezw�adno�ci przekroju, IS - moment bezw�adno�ci  
na skr�canie, E - modu� Younga,  G - modu� Kirchhoffa. 
 

Model dyskretny konstrukcji okre�la si� w odpowiednich uk�adach wspó�rz�dnych. 
Rozró�nia si� trzy rodzaje prostok�tnych uk�adów odniesienia: globalny, lokalny, w�z�owy. 
Macierz sztywno�ci elementu belkowego w uk�adzie globalnym otrzymujemy z równania [2]: 
 
                                                                  (3) 

T
e eK T K T�	

gdzie: Ke
 - macierz sztywno�ci elementu w uk�adzie globalnym, T - macierz transformacji 

pomi�dzy uk�adem globalnym, a uk�adem lokalnym [1].
 
2. Program komputerowy 
 

W celu analizy uk�adu opracowano program komputerowy w �rodowisku Borland C++ 
5.01. Za pomoc� programu mo�na otrzyma	 wyniki przemieszcze� w w�z�ach dowolnej ramy 
przestrzennej. W programie tworzy si� model geometryczny przez podanie wspó�rz�dnych 
wszystkich w�z�ów uk�adu oraz ich numeracji. Topologi� ramy okre�la si� przez podanie 
numeru w�z�a pocz�tkowego i ko�cowego ka�dego elementu. Nast�pnie podaje si� dane 
materia�owe i geometryczne poszczególnych elementów sko�czonych. Kolejnym krokiem 
jest wprowadzenie warunków brzegowych. Wyniki analizy otrzymuje si� w postaci pliku 
tekstowego zawieraj�cego przemieszczenia wszystkich w�z�ów uk�adu lub ich wybranych 
sk�adowych. Poprawno�	 otrzymywanych wyników zosta�a sprawdzona przez porównanie  
z obliczeniami otrzymanymi profesjonalnym programem in�ynierskim  MSC Patran/Nastran. 
 

 



3. Przyk�ad obliczeniowy 
 

Rozpatrywany uk�ad jest uproszczonym  modelem �urawia budowlanego o wysoko�ci  
28 m i rozpi�to�ci 24.75 m. Analiza polega na obliczeniu przemieszczenia pionowego w�z�a, 
w którym zosta�a przy�o�ona si�a 200000 N. Zastosowano równie� odci��enie uk�adu  
w postaci dwóch si� 5000 N.   

W�asno�ci pojedynczego elementu sko�czonego belkowego s� nast�puj�ce:  
d�ugo�	 elementu sko�czonego - l=3 m,  modu� Younga - E=2.05 10< 11 Pa,  
modu� Kirchhoffa - G=7.8846<1010 Pa, �rednica przekroju pe�nego elementu - d=0.3 m,  
pole przekroju poprzecznego - A=0.706E-3 m2, momenty bezw�adno�ci przekroju - 
Iz=0.397E-7m4, Iy=0.397E-7 m4,  Is=0.794E-7 m4. Uk�ad z�o�ony jest z 211 elementów 
sko�czonych oraz 74 w�z�ów.  
 

Model analizowanego uk�adu przestrzennego z uwzgl�dnieniem za�o�onego obci��enia 
oraz odebranych stopni swobody jest przedstawiony na rysunku 2. 
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Rys.2 Model uk�adu w programie MSC Patran  
 
 
 
 

 
 
 



4. Wyniki i podsumowanie 
 

Obliczenia przeprowadzono opracowanym w�asnym programem oraz oprogramowaniem  
MSC Patran/Nastran. 

Wizualizacja deformacji uk�adu w wyniku dzia�aj�cego obci��enia przedstawiona jest na 
rysunku 3. 
 

 
 

Rys. 3 Deformacja uk�adu w programie MSC Patran 
 

W wyniku obci��enia ko�ca wysi�gnika, uk�ad przemie�ci� si� zgodnie z kierunkiem 
przy�o�enia si�y o -0.02032 m. Dok�adnie taki sam wynik otrzymano w�asnym programem. 
     Metoda elementów sko�czonych (MES) we wspomaganych komputerowo analizach 
in�ynierskich, umo�liwia szybkie i wzgl�dnie dok�adne otrzymanie wyników. W przypadku 
uk�adów o z�o�onej geometrii i obci��eniu zastosowanie metody analitycznej wi�za�oby si�  
z du�o wi�kszym nak�adem czasu pracy.   
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BADANIA ZM�CZENIOWE ZAWORÓW DYSKOWYCH AMORTYZATORA 
 
 
ADAM WOJSIAT 
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Opiekun naukowy: Prof. dr hab. in�. Tadeusz Burczy�ski.  
 
Streszczenie. Celem niniejszego artyku�u jest weryfikacja trwa�o�ci 
zaworu dyskowego amortyzatora. Elementy testowane by�y w 
przygotowanym oprzyrz�dowaniu na specjalnie zaprojektowanym do tego 
typu testów stanowisku. Ponadto niniejszy artyku� zawiera informacje na 
temat weryfikacji numerycznej napr��e� wyst�puj�cych w dyskach. 
Skorelowanie bada� do�wiadczalnych oraz bada� numerycznych 
pozwoli�o sporz�dzi	 wykres Wöhlera dla kilku testowanych zaworów.  

 
1. Wprowadzenie 

 
Zm�czenie materia�u najogólniej mo�na okre�li	, jako zjawisko zachodz�ce w materia�ach 

i elementach konstrukcyjnych, poddanych zmiennym w czasie obci��eniom zewn�trznym, 
gdzie w efekcie nast�puje stopniowa utrata zdolno�ci do przenoszenia za�o�onych obci��e� 
eksploatacyjnych [1]. 

 
2. Wykresy zm	czeniowe – krzywa Wöhlera 

 
W dzisiejszych czasach w praktyce in�ynierskiej znany jest dobrze wykres Augusta 

Wöhlera. Wykres ten przedstawia zm�czenie materia�u poddanego napr��eniom spr��ystym 
(zm�czenie du�� liczb� cykli), za pomoc� krzywej S-N (rys. 1.) opisuj�cej wielko�	 
cyklicznych napr��e� S jako funkcj� liczby cykli N, a� do zniszczenia próbki. Najcz��ciej 
wykresy te sporz�dza si� w uk�adzie wspó�rz�dnych logarytmicznych (log S, log N).  

 

 
 

Rys.1. Typowy wykres S-N dla stali niskow�glowej [1] 
 

3. Hipoteza kumulacji uszkodze� zm	czeniowych 
 
W trakcie u�ytkowania danej konstrukcji amplituda napr��e�, którym poddana jest ta 

konstrukcja, mo�e ulega	 zmianie. W takich sytuacjach (tzn. przy zmiennej amplitudzie 
obci��enia) korzystanie z klasycznego wykresu Wöhlera nie jest w�a�ciwe, poniewa� jest on 
zbudowany przy za�o�eniu sta�ej amplitudy obci��enia. W celu wyznaczania trwa�o�ci 
zm�czeniowej, w przypadku ogólnym Palmgren i Miner zaproponowali podej�cie oparte na 



za�o�eniu, �e p�kni�cie zm�czeniowe powstaje w efekcie liniowej kumulacji drobnych, 
cz�stkowych uszkodze�.  

 

 
 
Rys. 2. Przedstawienie hipotezy Palmgrena Minera, gdzie: 1 – krzywa Wöhlera, 2 –

obci��enie obustronnie zmienne, I – zakres nieograniczonej wytrzyma�o�ci 
zm�czeniowej, II – zakres ograniczone wytrzyma�o�ci zm�czeniowej, �1, - �k – 
warto�	 napr��e� cyklicznie zmiennych, Smin, Smax, Smean – napr��enia 
minimalne, �rednie i maksymalne, n1 – nk – liczba cykli poszczególnych 
napr��e�, N1 – Nk – liczba cykli niszcz�cych dla danego napr��enia [2] 

 
Równanie (1) ilustruje, jaka jest zasada kumulowania (sumowania) poszczególnych 

napr��e� ca�ego widma mo�liwych obci��e� pracuj�cych elementów [2]. 
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4. Zawory dyskowe amortyzatora 

 
Zawory dyskowe umieszczone s� w t�oczysku, które zamocowane jest na t�oku i otoczone 

obudow� amortyzatora. G�ównym ich celem, jest stawianie oporu dla przep�ywaj�cego przez 
otwory w t�oczysku oleju. W zale�no�ci od typu samochodu i jego przeznaczenia stosuje si� 
odpowiednie amortyzatory. Pod poj�ciem „odpowiednie” rozumiana jest g�ównie si�a 
t�umienia amortyzatora, a ta zale�y od sztywno�ci dysków. Stosuje si� g�ównie dyski  
o grubo�ci od 0.2 do 0.5 [mm]. 

 

a)   b)  
 

Rys. 3. a) przyk�adowy kompletny zawór dyskowy, b) dyski amortyzatora 



5. Stanowisko badawcze 
 
Badania zm�czeniowe zaworów dyskowych zosta�y przeprowadzone na stanowisku Mini-

Pulse w firmie Tenneco Automotive Eastern Europe w Gliwicach. Stanowisko zawiera dwa 
si�owniki hydrauliczne PLF firmy Instron o maks. sile 7 [kN]. Zawory dyskowe testowane 
by�y przy wymuszeniu sygna�em harmonicznym (sinusoidalnym) o ró�nej amplitudzie si�y  
i cz�stotliwo�ci 50 [Hz].  

 

a)    b)  
 

Rys. 4. Widok: a) ca�ego stanowiska badawczego, b) si�owników powoduj�cych wymuszenia 
 

6. Wyniki przeprowadzonych bada� 
 

Badania na stanowisku Mini-Pulse pozwoli�y otrzyma	 liczb� cykli, jak� zawór wytrzyma 
przy okre�lonej sile wymuszaj�cej. Nast�pnie otrzymane wyniki trwa�o�ci nale�a�o 
skorelowa	 z wynikami napr��e� obliczonymi numerycznie w systemie Abaqus (Rys. 5.). 

 

 
Rys. 5. Obliczenia napr��e� w dyskach przeprowadzone w systemie Abaqus 



 
 

Rys. 6. Widok dysków zaworu (C1) amortyzatora po uko�czonym te�cie „czasu �ycia” 
 

 

 
 

Rys. 7. Wykresy Wöhlera dla ró�nych zaworów dyskowych  
 

7. Wnioski 
 

1. Pomimo, �e otrzymane maksymalne warto�ci napr��e� wyst�puj� w miejscu ugi�cia 
dysku, to krytyczne pod wzgl�dem trwa�o�ciowym s� napr��enia rozci�gaj�ce (Rys. 6.). 

2. Otrzymane wyniki potwierdzaj�, i� zastosowanie wi�kszej ilo�ci cienkich dysków 
(zawory 3T2_6T1, oraz C1) zwi�ksza wytrzyma�o�	 zm�czeniow�, w stosunku do mniejszej 
ilo�ci dysków grubych (3T5).  

3. Jak przedstawia (Rys. 7.) teoretycznie niesko�czona trwa�o�	 zaworu 3T5 wyst�pi 
poni�ej warto�ci napr��e� 440 [MPa], zaworu C1 poni�ej 640 [MPa], oraz zaworu 3T2_6T1 
poni�ej 675 [MPa]. 
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OPRACOWANIE PROJEKTU DOTYCZ�CEGO 
UTWORZENIA SERWISU KOMPUTEROWEGO 
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Opiekunowie naukowi: prof. dr hab. in�. Ewa Majchrzak, 
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Streszczenie. W artykule przedstawiono projekt zwi�zany z realizacj� 
przedsi�wzi�cia polegaj�cego na utworzeniu sklepu-serwisu 
komputerowego. W tym celu opracowano sie	 czynno�ci, wyznaczono 
�cie�k� krytyczn�, przedstawiono harmonogram optymalny oraz 
przeprowadzono analiz� czasowo–kosztow� planowanego 
przedsi�wzi�cia. 
 
 
1. Wprowadzenie 
 

Podj�cie dzia�a� zwi�zanych z realizacj� dowolnego przedsi�wzi�cia powinno by	 
poprzedzone w�a�ciwym jego zaplanowaniem. Taki plan mo�na opracowa	 stosuj�c metody 
programowania sieciowego [1, 2, 3]. W tym celu nale�y utworzy	 list� czynno�ci wraz                  
z czasami ich wykonania, wyznaczy	 �cie�k� krytyczn�, przedstawi	 harmonogram 
optymalny oraz przeprowadzi	 analiz� czasowo-kosztow�. W trakcie realizacji poprawnie 
zaplanowanego przedsi�wzi�cia �atwiej podejmuje si� decyzje nawet wtedy, gdy pojawiaj� si� 
wcze�niej nieprzewidziane sytuacje, np. podwy�ka cen materia�ów albo wyd�u�enie czasu 
wykonania pewnych czynno�ci. W artykule przedstawiono plan przedsi�wzi�cia polegaj�cego 
na uruchomieniu serwisu komputerowego, który zosta� opracowany zgodnie z zasadami 
programowania sieciowego. 

 
2. Metoda 
cie�ki krytycznej   
 

Planowanym przedsi�wzi�ciem jest uruchomienie sklepu ze sprz�tem komputerowym,    
w którym znajduje si� punkt naprawy tego sprz�tu. Przed wyborem lokalizacji nale�y 
dokona	 szczegó�owej analizy zapotrzebowania na tego typu us�ugi w miejscowo�ciach lub 
dzielnicach miasta, które bierze si� pod uwag�. Trzeba sprawdzi	, czy w pobli�u nie 
wyst�puj� sklepy oferuj�ce podobne us�ugi, dokona	 oceny, jaka jest potencjalna liczba 
zainteresowanych itd. Je�li nie dysponujemy odpowiedni� gotówk�, nale�y rozwa�y	 
mo�liwo�ci i oszacowa	 koszty zaci�gni�cia kredytu lub po�yczki. Trzeba równie� podj�	 
dzia�ania administracyjne zwi�zane np. z za�o�eniem dzia�alno�ci gospodarczej, wynajmem 
lokalu, a nast�pnie zaplanowa	 remont pomieszczenia i dokona	 zakupu wyposa�enia. 
Potrzebne s� równie� umowy z dostawcami sprz�tu komputerowego oraz cz��ci do napraw, 
zatrudnienie personelu i reklama w mediach. Nale�y równie� oszacowa	 czas trwania ka�dej 
czynno�ci. 
       Im bardziej szczegó�ow� list� czynno�ci uda nam si� opracowa	, tym mniej b�dziemy 
nara�eni na nieprzewidziane sytuacje, które mog� pojawi	 si� w trakcie realizacji 
przedsi�wzi�cia.  W  tabeli  1  przedstawiono  list�  zaproponowanych czynno�ci zwi�zanych 
z uruchomieniem sklepu-serwisu komputerowego, kolejno�	, w jakiej musz� by	 wykonane 
oraz czasy ich wykonania (w dniach).  



Tabela 1. Czynno�ci wchodz�ce w sk�ad projektu 
 

Czynno�	 
 

Opis czynno�ci 
Czynno�	 

bezpo�rednio 
poprzedzaj�ca 

 
Czas trwania 

A Napisanie biznesplanu - 1 
B Za�atwienie formalno�ci kredytowych - 1 
C Wybór lokalizacji sklepu/serwisu komputerowego B 3 
D Za�o�enie dzia�alno�ci gospodarczej A 3 
E Wynajem lokalu B 1 

F Remont i dostosowanie pomieszcze� do 
dzia�alno�ci gospodarczej D, E 10 

G Wyposa�enie sklepu/serwisu w urz�dzenia 
potrzebne do pracy D, E 2 

H Wybór hurtowni (dostawców) G, C 1 
I Reklama w Internecie, prasie, ulotkach H 7 
J Dobór kadry pracowniczej F 3 

 
 

W celu poprawnego oraz efektywnego zaplanowania realizacji projektu mo�na 
wykorzysta	 metody programowania sieciowego [1, 2, 3, 4, 5]. W pierwszej kolejno�ci nale�y 
zdefiniowa	 zale�no�ci czasowe pomi�dzy poszczególnymi czynno�ciami i na tej podstawie 
opracowa	 sie	 czynno�ci. Nast�pnie, stosuj�c np. metod� �cie�ki krytycznej okre�la si� 
najkrótszy czas realizacji przedsi�wzi�cia. W etapie pierwszym, nazywanym krokiem do 
przodu wyznacza si� najwcze�niejsze czasy rozpocz�cia i zako�czenia poszczególnych 
czynno�ci , a w etapie  drugim,  nazywanym  krokiem do ty�u,  okre�la  si� najwcze�niejsze  
czasy rozpocz�cia i zako�czenia poszczególnych czynno�ci. Na tej podstawie, dla ka�dej 
czynno�ci oblicza si� rezerw� czasow	. Odpowiednie wzory mo�na znale�	 w literaturze, np. 
[1, 4, 5]. Na rysunku 1 pokazano sie	 czynno�ci z obliczonymi czasami i zaznaczon� �cie�k� 
krytyczn�. Z przeprowadzonej analizy wynika, �e czas realizacji przedsi�wzi�cia wynosi 17 
dni. Czynno�ci krytyczne to czynno�ci A (napisanie biznesplanu), D (za�o�enie dzia�alno�ci 
gospodarczej), F (remont i adaptacja pomieszcze�) oraz J (dobór kadry pracowniczej). 
Opó�nienie wykonania którejkolwiek z nich spowoduje wyd�u�enie realizacji ca�ego 
przedsi�wzi�cia. 

 

 
 

Rys. 1. Sie	 czynno�ci i �cie�ka krytyczna 



3. Harmonogram optymalny 
 

Do konstruowania wykresów Gantta [4, 5] (harmonogramów optymalnych) bardzo 
przydatne s� wyznaczone w metodzie �cie�ki krytycznej najwcze�niejsze i najpó�niejsze 
czasy realizacji poszczególnych czynno�ci oraz rezerwy czasowe. Na rysunku 2 pokazano 
harmonogram optymalny dla omawianego przedsi�wzi�cia zbudowany dla czasów 
wyznaczonych w ,,kroku do przodu’’ metody �cie�ki krytycznej. 

Za pomoc� takiego harmonogramu mo�na zbada	, jak rozpocz�cie czynno�ci w danym 
czasie wp�ynie na rozpocz�cie innych czynno�ci oraz czy mo�liwe jest wykorzystanie rezerw 
czasowych. Jak wynika z oblicze�, mimo �e czynno�ci G i H maj� rezerwy czasowe (ka�da 
równ� 3), to ich wykorzystanie nie jest mo�liwe, a dla czynno�ci C mo�na wykorzysta	 tylko 
cz��	 rezerwy (rezerwa wynosi 5). 
 

 
Rys. 2. Wykres Gantta 

 
 
4. Analiza czasowo-kosztowa 
 

Cz�sto konieczne jest skrócenie czasu realizacji przedsi�wzi�cia. Nale�y wtedy 
uwzgl�dni	 konieczno�	 poniesienia dodatkowych kosztów. Dzi�ki analizie czasowo-
kosztowej [2, 4, 5] mo�emy okre�li	 zarówno mo�liwo�ci jak i koszty szybszego zako�czenia 
realizacji projektu. W tym celu trzeba sformu�owa	 i rozwi�za	 odpowiednie zadania 
programowania liniowego [1, 2, 3, 4, 5]. 
      Za�ó�my, �e czas realizacji przedsi�wzi�cia chcemy skróci	 do 14 dni (analiza kosztowa). 
Jest to mo�liwe tylko dzi�ki przyspieszeniu wykonania pewnych czynno�ci. Musimy zna	 
czasy przyspieszone oraz koszty przyspieszone i na tej podstawie dla ka�dej czynno�ci 
obliczy	 maksymalne przyspieszenie oraz jego koszt jednostkowy. W analizowanym 
przedsi�wzi�ciu,  dla  czynno�ci C  wyznaczono  maksymalne  przyspieszenie  równe  1 dzie� 
i koszt jednostkowy tego przyspieszenia równy 100 z�, dla czynno�ci F maksymalne 
przyspieszenie: 2 dni i  koszt:  5500 z�, dla G: 1 dzie� i 6000 z�, dla I: 2 dni i 625 z�  oraz dla 
czynno�ci J: 1 dzie� i 850 z�. Za�o�ono, �e pozosta�ych czynno�ci nie da si� przyspieszy	. 
      Model matematyczny zadania programowania liniowego sk�ada si� z funkcji celu, która 
okre�la ��cznie koszty przyspieszenia i której warto�	 nale�y zminimalizowa	: 



            Z = 100yC + 5500yF + 6000yG + 625yI + 850yJ � MIN                      (1) 

 
ogranicze� zwi�zanych ze zdarzeniami, ograniczenia dotycz�cego czasu zako�czenia projektu 
 

           x1= 0 ,                   x2 � x1 + 1 ,             x3  � x1 + 1 ,                   x4 � x2 + 3  ,
           x4 � x3 + 1  ,          x5 � x3 + 3 – yC ,      x5 � x4 + 2 – yG  ,         x6 � x4 + 10 – yF  ,       (2) 

           x7 � x5 + 1   ,         x8 � x6 + 3 – yJ ,       x8 � x7 + 7 – yI   ,         x 8 � 14 

oraz  ogranicze� dotycz�cych mo�liwo�ci przyspieszenia czynno�ci: 
                                                                                           

                       0 � yC � 1 ,  0 � yF � 2 ,  0 � yG � 1 ,   0 � yI � 2 ,   0 � yJ � 1                        (3)                           

 
     Zadanie rozwi�zano za pomoc� metody simpleks, stosuj�c program narz�dziowy EXCEL 
(dodatek SOLVER). Z uzyskanego rozwi�zania wynika, �e je�eli wykonanie czynno�ci F 
przyspieszymy o 2 dni, a czynno�ci J o 1 dzie�, to mo�liwe jest zrealizowanie przedsi�wzi�-
cia w ci�gu 14 dni. Koszty tego przyspieszenia wynios� 11850 z�.  
      Podobne zadanie rozwi�zuje si� w przypadku analizy czasowej. W tym przypadku nale�y 
okre�li	 minimalny czas realizacji projektu 
 

                                      Z = x 8  � MIN                                                               (4) 

 
 przy znanych kosztach (8000 z�) zwi�zanych z przyspieszeniem czynno�ci, których nie 
wolno przekroczy	: 

                      100yC + 5500yF + 6000yG + 625yI + 850yJ �8000                         (5) 

i niezmienionych ograniczeniach (2) (bez ostatniego) oraz (3). Z rozwi�zania tego zadania 
wynika, �e je�eli wykonanie czynno�ci F przyspieszymy o 1,3 dnia oraz czynno�ci J o 1 
dzie�, to realizacj� przedsi�wzi�cia uda si� zako�czy	 w ci�gu 14,7 dnia. 
 
5.   Podsumowanie 
 
      Metody programowania liniowego s� skutecznym narz�dziem wykorzystywanym do 
optymalnego zaplanowania realizacji przedsi�wzi�cia. Analiza czasowo-kosztowa pozwala na 
ocen� mo�liwo�ci i kosztów skrócenia czasu realizacji projektu. 
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Streszczenie. W artykule omówiono zagadnienie transportowe i zadania 
pokrewne, które nale�� do tzw. problemów optymalizacji liniowej i które 
mo�na rozwi�zywa	 za pomoc� metody simpleks. Przedstawiono autorski 
program komputerowy rozwi�zuj�cy zagadnienie transportowe i zilu-
strowano sposób jego dzia�ania na przyk�adzie zadania minimalizacji pustych przebiegów. 
 
1.   Wprowadzenie 
 

Klasyczne zagadnienie transportowe polega na wyznaczeniu takiego planu przewozów 
mi�dzy dostawcami i odbiorcami pewnego jednorodnego produktu, dla którego ��czne koszty 
transportu s� minimalne [1]. Istnieje równie� wiele innych problemów, które mo�na 
sprowadzi	 do zagadnienia transportowego. W zagadnieniu transportowo-produkcyjnym, w 
którym dodatkowo uwzgl�dnia si� zdolno�ci produkcyjne zak�adów (dostawców) nale�y 
okre�li	, które z zak�adów maj� podj�	 produkcj� i utworzy	 taki plan jej przewozu, aby 
��czne koszty produkcji i transportu by�y minimalne. W zagadnieniu lokalizacji produkcji 
zak�ada si�, �e dla zaspokojenia zapotrzebowania odbiorców trzeba uruchomi	 nowe zak�ady 
i wyznaczy	 ich lokalizacj�. Zagadnienie minimalizacji pustych przebiegów polega na 
okre�leniu optymalnego kr��enia �rodków transportu rozwo��cych towar mi�dzy ustalonymi 
miejscowo�ciami.  Wszystkie  tego typu zadania nale�� do problemów optymalizacji liniowej 
i mo�na je rozwi�zywa	 mi�dzy innymi za pomoc� metody simpleks. 

W artykule przedstawiono model matematyczny zagadnienia transportowego, metod� 
rozwi�zania oraz autorski program komputerowy, którego dzia�anie zilustrowano na 
przyk�adzie zadania minimalizacji pustych przebiegów. 
 
2.   Sformu�owanie zadania i metoda rozwi�zania 
 

W klasycznym zagadnieniu transportowym [2] rozpatruje si� m dostawców D1, D2, …, Dm 
i n odbiorców O1, O2, …, On tego samego produktu. Niech ai okre�la poda� i-tego dostawcy, 
czyli liczb� sztuk produktu, jak� dysponuje i-ty dostawca, przy czym i = 1, 2, …, m, a bj 
popyt j-tego odbiorcy, czyli liczb� sztuk produktu, jak� chce otrzyma	 j-ty odbiorca, przy 
czym j = 1, 2, …, n. Zak�ada si�, �e znane s� jednostkowe koszty transportu cij, i = 1, 2, …, m, 
j = 1, 2, …, n, to znaczy koszty transportu jednostki produktu od i-tego dostawcy do j-tego 
odbiorcy. W zadaniu zbilansowanym ca�kowita poda� jest równa ca�kowitemu popytowi 
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Nale�y wyznaczy	 taki plan przewozów, który zapewnia ka�demu odbiorcy otrzymanie 

��danej ilo�ci produktu i dla którego ��czny koszt transportu jest minimalny. 



Je�eli przez xij oznaczymy liczb� sztuk produktu przewiezion� od i-tego dostawcy do j-
tego odbiorcy, to model matematyczny zagadnienia transportowego sk�ada si� z funkcji celu 
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i warunków brzegowych 
 
 0,ijx 9    i = 1, 2, …, m , j = 1, 2, …, n (5)

 
Model ten mo�na równie� przedstawi	 w postaci 
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Zagadnienie transportowe jest szczególnym przypadkiem problemu optymalizacji liniowej, 

mo�na je wi�c rozwi�zywa	 za pomoc� metody simpleks. Nale�y w tym miejscu podkre�li	, 
�e ze wzgl�du na szczególn� posta	 ogranicze� wyst�puj�cych w zagadnieniu transportowym, 
opracowano kilka innych metod rozwi�zywania tego zadania, które nie b�d� tutaj 
prezentowane. 

W uk�adzie równa� (6) tworz�cym ograniczenia, jedno z równa� jest zale�ne od 
pozosta�ych, to oznacza, �e mo�na je skre�li	 (np. ostatnie). Mamy wi�c uk�ad m+n-1 równa� 
z mn niewiadomymi. Pierwszy etap metody simpleks polega na wyznaczeniu dowolnego 
dopuszczalnego rozwi�zania bazowego. Nale�y utworzy	 baz� z�o�on� z m liniowo 



niezale�nych kolumn macierzy g�ównej uk�adu ogranicze�, wyró�ni	 w niej m zmiennych 
bazowych (odpowiadaj� one odpowiednim kolumnom macierzy g�ównej), a pozosta�e 
zmienne to zmienne niebazowe. Nast�pnie nale�y sprawdzi	, dysponuj�c kryterium 
optymalno�ci, czy rozwi�zanie jest optymalne. Je�li nie, to przechodzi si� do s�siedniej bazy, 
czyli takiej, która ró�ni si� tylko jedn� zmienn� bazow� i w której rozwi�zanie daje mniejsz� 
warto�	 funkcji celu. Regu�y okre�laj�ce zmienn� wychodz�c� z bazy oraz zmienn� 
wprowadzan� do nowej bazy s� �ci�le okre�lone. Szczegó�y algorytmu mo�na znale�	 w lite-
raturze, np. [1, 2]. 
 
3.   Program komputerowy 
 

Program komputerowy rozwi�zuj�cy zagadnienie transportowe opracowano w �rodowisku 
Borland C++ Builder. Zawiera on wiele procedur wspomagaj�cych obliczenia, mi�dzy innymi 
algorytm rozwi�zywania uk�adów równa� liniowych, algorytm przekszta�cania macierzy 
warunków ograniczaj�cych do postaci bazowej wzgl�dem nowej bazy. Rol� u�ytkownika 
ograniczono do wprowadzenia danych. Wynikiem dzia�ania programu jest uzyskanie 
rozwi�zania optymalnego, czyli takiego planu przewozów od dostawców do odbiorców, dla 
którego ��czne koszty transportu s� minimalne. 

Opracowany program komputerowy wykorzystano mi�dzy innymi do rozwi�zania 
nast�puj�cego zadania . 

Klienci wypo�yczalni �aglówek �AGIEL mog� wypo�ycza	 i oddawa	 �aglówki w do-
wolnej z sze�ciu przystani P1, P2, P3, P4, P5, P6 znajduj�cych si� nad jeziorem [3]. Na 
pocz�tku dnia, w ka�dej z przystani powinna znajdowa	 si� taka liczba �aglówek, która 
odpowiada przeci�tnemu dziennemu zapotrzebowaniu. Dane dotycz�ce przeci�tnych 
wielko�ci wypo�ycze� i zwrotów oraz odleg�o�ci mi�dzy przystaniami (w kilometrach) 
podaje tabela 1. Nale�y ustali	 taki plan transportu �aglówek, aby zminimalizowa	 puste 
przebiegi. 
 

Tabela 1. Wypo�yczalnia �aglówek 
 

Odleg�o�ci P1 P2 P3 P4 P5 P6 Liczba wypo�ycze� 
P1 0 1 4 3 4 5 10 
P2  0 5 2 6 2 4 
P3   0 4 2 1 7 
P4    0 3 4 12 
P5     0 3 10 
P6      0 7 

Liczba zwrotów 2 13 8 4 16 7  
 

Rozwi�zanie tego przyk�adu rozpoczyna si� od podzia�u rozwa�anych sze�ciu przystani na 
dostawców i odbiorców �aglówek. W tym celu oblicza si� ró�nice mi�dzy wielko�ciami 
zwrotów i wypo�ycze�. Dostawcami b�d� te przystanie, dla których ró�nica pomi�dzy liczb� 
zwrotów i wypo�ycze� b�dzie wi�ksza od zera, za� odbiorcami przystanie, dla których ta 
ró�nica jest mniejsza od zera. Przysta�, dla której ró�nica pomi�dzy liczb� zwrotów i wy-
po�ycze� jest równa zero eliminuje si� z dalszych rozwa�a�, poniewa� nie pojawia si� w tym 
przypadku  problem decyzyjny. Obliczamy odpowiednie ró�nice: P1: 2 – 10 = –8; P2: 13 – 4 = 
9; P3: 8 – 7 = 1; P4: 4 – 12 = –8; P5: 16 – 10 = 6 oraz P6: 7 – 7 = 0. 

Jak wida	, przystanie P2, P3, P5 s� dostawcami, poniewa� wyst�puje tam nadwy�ka, a przy-
stanie P1, P4 s� odbiorcami, poniewa� pojawia si� w nich niedobór �aglówek. 



Odpowiednikami elementów macierzy kosztów s� odleg�o�ci pomi�dzy poszczególnymi 
przystaniami. ��czna poda� wynosi 9+1+6 =16, ��czny popyt jest równy 8+8 =16. Otrzymuje 
si� zatem zamkni�te zagadnienie transportowe z trzema dostawcami i dwoma odbiorcami. 

Dane wyst�puj�ce w zadaniu wprowadzono do programu komputerowego (rys. 1) i otrzy-
mano nast�puj�ce rozwi�zanie. Wypo�yczalnia �AGIEL powinna przes�a	 z punktu P2 
siedem �aglówek do punktu P1 i dwie �aglówki do punktu P4 oraz jedn� �aglówk� z punktu P3 
do punktu P1 i sze�	 �aglówek z punktu P5 do punktu P4. ��czna odleg�o�	 pokonywana przez 
�aglówki wyniesie wówczas 85 km. 

 

 
 

Rys. 1. Wprowadzanie danych 
 
4.   Podsumowanie 
 

Prezentowany program komputerowy mo�na stosowa	 do rozwi�zywania zagadnie� 
transportowych praktycznie dla dowolnej liczby dostawców i odbiorców. U�ytkownik 
programu rozwi�zywane zadanie musi samodzielnie sprowadzi	 do klasycznego zagadnienia 
transportowego, a nast�pnie po wprowadzeniu danych otrzymuje wyniki dotycz�ce warto�ci 
zmiennych decyzyjnych (optymalny plan przewozu) oraz warto�	  minimalnych ��cznych 
kosztów transportu. 
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