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1. CEL CWICZENIA

+ Zaznajomienie si¢ z teorig uktadow liniowosprezystych.

+ Doswiadczalne wyznaczenie macierzy podatnosci i potwierdzenie jej symetrycznosci.
+ Doswiadczalne sprawdzenie twierdzenia Bettiego o wzajemnosci prac.

+ Doswiadczalne sprawdzenie twierdzenia Maxwella o wzajemnos$ci pomieszczen.

2. WPROWADZENIE

Uktady liniowosprezyste (uktady Clapeyrona) stanowig idealizacje ukladoéw rzeczywis-
tych, jednak w wielu praktycznych przypadkach takie przyblizenie daje wystarczajaco dokta-
dne rezultaty. Wigkszo$¢ materiatéw konstrukcyjnych (stal i wigkszos¢ metali, niektore two-
rzywa) w zakresie obcigzen eksploatacyjnych zachowuje si¢ jak ciato liniowosprezyste
I moze by¢ modelowana uktadem Clapeyrona. Liniowa zalezno$¢ przemieszczen od obcigzen
pozwala sformutowac 1 udowodni¢ wiele twierdzen 1 zasad, ktore wykorzystuje si¢ do rozwia-
zywania licznych zagadnien teorii spr¢zystosci.

Zasada wzajemno$ci prac Bettiego 1 zasada wzajemnoS$ci przemieszczen Maxwella naleza
do podstawowych twierdzen teorii sprezystosci. Z zasady wzajemnosci prac korzysta si¢ przy
wyprowadzeniach wielu skomplikowanych twierdzen nie tylko w teorii sprezystosci. Dos-
wiadczalne sprawdzenie tej zasady mozna zrealizowaé w prosty sposob przy jednoczesnej
obserwacji podstawowych zalezno$ci wystgpujacych w uktadach liniowosprezystych.

3. PODSTAWY TEORETYCZNE

3.1 Uktady liniowospreZyste

Uktad nazywamy uktadem liniowosprezystym (uktadem Clapeyrona), jezeli przemieszczenie A
dowolnego punktu uktadu wywotane zrownowazonym dziataniem sit zewnetrznych P, P,, ...., P

mozna wyrazi¢ jako liniowa funkcje¢ tych sit:
A=0P,+5,P,+ ..+06,P, (1)

n

gdzie: o, 0,, ..., 9, - liczby wptywowe przemieszczen sprezystych.

Liczby wplywowe okreslaja wptyw, jaki wywiera odpowiednia sila na przemieszczenie
sprezyste A. Wartosci ich sa zalezne od ksztaltu i rozmiarow uktadu, od miejsca dziatania sit
oraz od wlasnosci sprezystych materiatu, lecz nie zalezg od wartosci sit.

Mowiac o sile, wprowadzimy tutaj termin ,,sifa uogolniona” — jest to, oprocz sity skupionej,
takze sita roztozona powierzchniowo, liniowo w sposob ciagly lub para sit okreslana jako mo-
ment. Jest to wigc sita lub grupa sit okreslajaca wyczerpujaco obcigzenie ciata pozostajacego
w rownowadze.

Przemieszczenia odpowiadajace sile skupionej P oraz parze sit o momencie M s3 przedsta-
wione narys. 1.
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b)
Rys. 1. Przemieszczenie odpowiadajace: a) sile skupionej P; b) momentowi M

Jezeli punkt A przylozenia sity P (rys. 1a) przesunat si¢ (pod wptywem dziatania wszystkich
sit w uktadzie) w nowe potozenie A’, to do obliczenia pracy tej sity nalezy jej wartos¢ pomnozy¢
przez u,, tj. rzut catkowitego przemieszczenia (U,) na kierunek dziatania sity. Rzut ten (u,) na-

zywa si¢ przemieszczeniem odpowiadajgcym sile skupionej P.

Jezeli sifg uogolniong jest para sit o0 momencie M, to uogélnionym odpowiadajacym prze-
mieszczeniem jest obrot punktu przytozenia momentu M o kat ¢ wzgledem osi o kierunku wek-
tora momentu (rys. 1b).

Uklad rzeczywisty mozna uwaza¢ za liniowosprezysty, jezeli spetnione sa nastgpujace warun-
ki:

a) material jest liniowosprezysty;
b) uktad jest w rownowadze;

C) brak jest tarcia (lub pomijalnie mate) na powierzchniach styku wzajemnie ruchomych czgsci
uktadu;

d) przemieszczenia sg na tyle male, ze nie wptywajg w sposob istotny na skutki dziatania sit.

Najczesciej interesujg nas przemieszczenia odpowiadajace okreslonym sitom (rys. 2).

=

Rys. 2. Ciato liniowosprezyste 1 przemieszczenia odpowiadajace danym sitom skupionym
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Przemieszczenie u; dowolnego punktu mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob:
U =0,P+0,P+...+0, B +...+0,P,
U, =0,P, +0,P, +...4+ 6, P +...+9,,P,

5
u, =o,P,+0,P,+...+6, R +...+95,P, @
u,=0,P,+0,P,+...+6,P. +...4+9,,P,

Ogodlnie:

u = Z‘ik P 3)
k=1

lub stosujac zapis skrdcony:

u, =6 B 4)

W tym przypadku pierwszy indeks przy liczbie wptywowej odnosi si¢ do przemieszczenia,
drugi za$ do sily powodujacej to przemieszczenie.

Liczby wptywowe O mozna uwaza¢ za przemieszczenie wywolane odpowiednimi sitami
0 wartosci jeden:
_uogolnione przemieszczenie

uogolniona sita

o

Piszac zalezno$ci (2) dla wszystkich wybranych przemieszczen otrzymamy uktad réwnan,
ktory moze by¢ przedstawiony w postaci macierzowej:

U =DP, ()
gdzie: U ={u}— jednokolumnowa macierz przemieszczen,

P = {P} — jednokolumnowa macierz sit,
D = {5,} - macierz podatnosci uktadu.

Liniowa zalezno$¢ migdzy obciazeniem a przemieszczeniem mozna ujaé inaczej, jezeli za
zmienne niezalezne przyjmiemy przemieszczenia:

P= Zaikuk (6)
k=1

Zalezno$¢ miedzy sitami i przemieszczeniami zapisana w postaci macierzowej ma forme:

P =AU, (7
gdzie: A ={a,} = D" - macierz sztywnosci uktadu.

Przemieszczenia i odksztalcenia uktadu liniowosprezystego podlegaja prawu superpozyciji.

Skutki dziatania kilku sit rowne sg sumie kazdej z sil osobno dziatajacych. Koncowy efekt jest
niezalezny od kolejnosci obcigzania.

3.2 Energia spreiysta uktadu Clapeyrona

Dla ciata spr¢zystego, pozostajacego pod dziataniem sit zewnetrznych, energia sprezysta jest
rowna pracy tych sit. W celu obliczenia pracy nalezy zatozy¢, ze praca obcigzenia odbywa si¢
quasi-statycznie.
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Jezeli zalezno$¢ pomigdzy obcigzeniem a odpowiadajagcym mu przemieszczeniem jest linio-
wa, wowczas praca jednej z sit obciazajacych P, wyraza si¢ zaleznoscia:

1
L ==Pu 8
| 2 11 ( )
Praca wszystkich sit obcigzajacych wynosi wiec:
l n
L==> Pu. 9
2 ; i ( )

Energia sprezysta ukladu liniowosprezystego bedacego w rownowadze jest rowna potowie
sumy iloczynéw sit zewnetrznych i odpowiadajacych im przemieszczen.

W celu wyrazenia energii sprezystej przez sity korzystamy dodatkowo z zaleznosci (3).
Wowczas:

1 n n
V=L=2>"%5,RP (10)
2 i=1k=1
Energia sprezysta moze by¢ wyrazona jako jednorodna kwadratowa funkcja obcigzen. W celu
Wyrazenia energii sprezystej przez przemieszczenia korzystamy z zaleznosci (6). Wowczas:

v=L=2 DD auu, (11)
23
Energia sprezysta jest wigc rowniez jednorodng kwadratowa funkcja przemieszczen.

Poniewaz energia sprezysta jest kwadratowa funkcja obcigzen, to w zasadzie nie mozna sto-
sowac zasady superpozycji przy obliczaniu energii (praca kilku sit zewngtrznych nie jest rowna
sumie prac sit dziatajacych oddzielnie).

3.3 Twierdzenia o wzajemnosci prac i przemieszczen

Rozpatrujemy uktad liniowosprezysty, na ktory dziataja dwa uklady sit, oznaczone kolejno
numerami 1 1 2 (rys. 3a). Obcigzenie uktadu realizuje si¢ na dwa sposoby. W pierwszym przy-
padku do nieobcigzonego uktadu jako pierwsze przyktada si¢ obcigzenie 1 (rys. 3b), nastgpnie
(juz podczas dziatania sit 1) obcigzenie 2. W drugim przypadku jako pierwsze przykladane jest
obcigzenie 2 (rys. 3c). Ponadto zakltada sig, iz sity sa przyktadane na tyle wolno, iz ciato w kaz-
dej chwili obcigzania znajduje si¢ w stanie rOwnowagi.

Obciazajac uktad jak w przypadku pierwszym na pracg wykonang przez sity sktadaja si¢: pra-
ca L,, sit uktadu 1 na przesunigciach ich punktow przytozenia wywotanych sitami uktadu 1, pra-
ca L,, sil uktadu 2 na przesunigciach ich punktow przytozenia wywotanych sitami uktadu 2 oraz
praca L, sil ukladu 1 na przemieszczeniach ich punktow przytozenia, lecz wywotlanych dziata-
niem sit uktadu 2.

Analogicznie, obcigzajac uktad jak w przypadku drugim, na pracg wykonang przez sily skia-
daja sig: praca L,, sit ukladu 2 na przesunigciach ich punktéw przylozenia wywotanych sitami
uktadu 2, praca L,, sit uktadu 1 na przesunigciach ich punktéw przylozenia wywolanych sitami
uktadu 1 oraz praca L,, sit uktadu 2 na przemieszczeniach ich punktow przylozenia, lecz wywo-
fanych dziataniem sit uktadu 1.

W obydwu przypadkach po zakonczeniu obcigzania zmagazynowana w ukladzie energia
sprezysta jest jednakowa, jednakowy jest rowniez ksztatt odksztatconego ciala.
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Rys. 3. Ciato liniowosprezyste obcigzone dwoma uktadami sit

Suma prac wykonanych przez sity 1 1 2 w pierwszym przypadku Wynosi:

V=l + L, + Ly, (12)
Za$ w drugim przypadku:
V=ly+Ll, +L, (13)
Po przyrownaniu prawych stron powyzszych rownan otrzymuje si¢:
L12 = L21 (14)

Zwiazek ten wyraza twierdzenie o wzajemnosci prac (tw. Bettiego):

Suma prac sit uktadu pierwszego (1) na odpowiadajacych im przemieszczeniach wywotanych
sitami uktadu drugiego (2) jest rowna sumie prac sit uktadu drugiego (2) na odpowiadajacych im
przemieszczeniach wywotanych sitami uktadu pierwszego (1).

Gdy dodatkowo obciagzenie stanowia tylko dwie pojedyncze sity P, i P,, wowczas:
P,u, =P2u, (15)
Jezeli ponadto P, = P,, wowczas:
Uy, = Uy (16)
Roéwnanie powyzsze wyraza twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen (tw. Maxwella):

Jezeli na uktad liniowosprezysty dziataja dwie réwne co do modutu uogolnione sity, to prze-
mieszczenie odpowiadajace pierwszej, lecz wywolane przez drugg rowne jest przemieszczeniu
odpowiadajacemu drugiej, lecz spowodowanemu pierwsza sitg.

Dla dwu dowolnych sit P, i P, mozna zapisa¢:
Uy = 5ik Pk

17
U; =R ()



DOSWIADCZALNE SPRAWDZENIE TWIERDZEN BETTIEGO | MAXWELLA 7

Podstawiajgc powyzsze zaleznosci do wzoru (14) otrzymujemy:
PPR.0, =P.Po, (18)
Wynika stad, ze:
Oy =0y (19)
oraz analogicznie, wyrazajac sity przez przemieszczenia:
ay, =8y (20)

Z powyzszych rownan wynika, ze macierze podatnosci i sztywnosci sg symetryczne.

4. PRZEBIEG CWICZENIA

Cwiczenie przeprowadzane jest z uzyciem ramy przedstawionej na Rys. 4. Ma ona mozliwo$é
obcigzania oraz pomiaru sktadowych pionowych przemieszczen w réznych punktach.
W ramach ¢wiczenia wykorzystane zostang punkty oznaczone na
Rys. 4 jako 1+4. Pomiar przemieszczen dokonywany jest za pomocg czujnikow zegaro-
wych.

UWAGI:

1. Nalezy tak dobra¢ obcigzenie i tak zamocowaé czujniki zegarowe, by nie zostat przekro-
czony zakres zadnego z czujnikow.

2. W przypadku zastosowania podpory podatnej, podczas przeprowadzania doswiadczenia,
nalezy kazdorazowo dokona¢ kompensacji ugigcia podpory podatnej zgodnie z instrukcja
w punkcie 4.1.

3. Wartos¢ pojedynczej sity obciazajacej nie moze przekracza¢ 15 N (Pi max< 15 N).

1 1 —belka
Z o - - - - 2 — czujnik zegaro-
1 14 2 3 =] Wy
a E]’ E E 3 — podpora

4 — utwierdzenie

4
/_
~Nl =

Rys. 4. Schemat stanowiska pomiarowego
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4.1 Kompensacja ugiecia podpory

Podpora (3) wystepujaca w ukladzie moze by¢, w zalezno$ci od konfiguracji, podatna lub
sztywna. Jesli podpora jest podatna to posiada mozliwos$¢ ugiecia oraz pomiaru sity reakcji.
W przypadku zastosowania podpory podatnej, nalezy umiesci¢ czujnik zegarowy (2) stuzacy
do pomiaru ugigcia podpory bezposrednio nad podporg. W celu uniknigcia bledow wynikaja-
cych z przemieszczenia si¢ podpory, nalezy przy kazdym pomiarze
przeprowadzi¢ kompensacj¢ ugiecia podpory. W tym celu nalezy 5 O
(Rys. 5): \.%3
1. Wyzerowa¢ czujnik zegarowy (2) znajdujacy sie nad podporg (3)
Obciagzy¢ belke.

Poluzowac $rube (6). ELG
Regulowa¢ wysoko$¢ podpory z uzyciem pokretta (5) do mo-

mentu, w ktorym czujnik zegarowy (2) wskaze zero.

Dokrecic¢ $rubg (6).

Eal N

[l
;|

Odczytaé wartosci ugie¢ w pozostatych punktach pomiarowych.
Odcigzy¢ belke. f’

Poluzowac srube (6). |_

© oo NGO

Regulowaé¢ wysokos$¢ podpory z uzyciem pokretta (5) do mo-
mentu, w ktorym czujnik zegarowy (2) wskaze zero.

10. Dokrgci¢ srube (6).

Rys. 5. Podpora podatna

4.2 Doswiadczalna weryfikacja twierdzenia Maxwella (Rys. 6)
W celu doswiadczalnego zweryfikowania twierdzenia Maxwella nalezy:
Przyja¢ warto$ci réwnych co do modutu sit obcigzajacych P, i P, (P, =P,).
Obcigzy¢ belke sita P, (Rys. 6a) i odczyta¢ przemieszczenie U,, (przemieszczenie odpo-
wiadajace sile P, lecz spowodowane sila P,).
3. Obcigzy¢ ramg sitg P, (Rys. 6b) i odczyta¢ przemieszczenie U,, (przemieszczenie odpo-
wiadajace sile P,, lecz spowodowane sitg P,).
4. Wyniki zapisa¢ w tabeli 1.
5. Powtorzy¢ punkty 1+4 dla innych wartosci sit P, i P,.

VAN 1

.4_
Y
]
N:C—I
M

AN
a)
I |
% 1I Usz ’ Z
b)

Rys. 6. Doswiadczalna weryfikacja twierdzenia Maxwella
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Tabela 1. Wyniki pomiaréw dla weryfikacji twierdzenia Maxwella

Pomiar

1

2

3

Sita [N] (P1=P2)

Uz1 [mm]

U2 [mm]

4.3 Doswiadczalna weryfikacja twierdzenia Bettiego (Rys. 7)

W celu doswiadczalnego zweryfikowania twierdzenia Maxwella nalezy:

1. Przyja¢ dwa uktady obcigzen: ,,i” (P, i P,) oraz .k’ (P, i P,). Wskazane jest, by kazda

Z czterech sil miala inna warto$c¢.

2. Obcigzy¢ belke uktadem obcigzen ,,i” (Rys. 7a) i odczyta¢ przemieszczenia U, Oraz
U, (przemieszczenia odpowiadajace sitom P, i P,, lecz spowodowane uktadem obcia-

zen i),

3. Obcigzy¢ belke uktadem obcigzen ,.k” (Rys. 7b) i odczyta¢ przemieszczenia U, Oraz
U, (przemieszczenia odpowiadajace sitom P, I P,, lecz spowodowane uktadem obcia-

sen k).

4. Wyniki zapisa¢ w tabeli 2.

.
2
O
&
b)

2]
Uz

Rys. 7. Doswiadczalna weryfikacja twierdzenia Bettiego

Tabela 2. Wyniki pomiaréw dla weryfikacji twierdzenia Bettiego

Sity [N]

P1

P>

Ps

P4

Przemieszczenia [mm]

Usi

Usi

Uik

U2k
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4.4 Wyznaczanie macierzy podatnosci (Rys. 8)
W celu doswiadczalnego zweryfikowania symetrii macierzy podatnosci nalezy:
Przyja¢ warto$ci rownych co do modutu sit obciazajacych P, P, i P, (P,=P,=P,).
2. Obciagzy¢ belke wylacznie sita P, (Rys. 8b) i odczyta¢ przemieszczenia U, Uy 1 Uy
(przemieszczenia odpowiadajace sitom P,, P, i P, lecz spowodowane sita P,).

3. Powtorzy¢ dwukrotnie punkt 2 obcigzajac belke wylacznie sita P,, a nastgpnie wylacznie
sita P, odczytujac odpowiednie przemieszczenia.

4. Wyniki zapisa¢ w tabeli 3.

VAN 1 7

.<_
-0
.4_
o
.4_
oY
M

3
OSSR
a)
" V
AN 1 2I 3I %
ROSSNNNN U4 Uy, Uy %
b)

Rys. 8. Doswiadczalna weryfikacja symetrii macierzy podatnosci

Tabela 3. Wyniki pomiaréw dla weryfikacji symetrii macierzy podatnosci

Sita [N] (P1=P2=P3)

Uil Uiz Uiz
Przemieszczenia [mm] U21 U22 U23
Us1 Us2 Us3

Nalezy zauwazy¢, ze w ogodlnosci (dla dowolnej wartosci sity P) elementy tabeli 3 repre-
zentujg macierz przemieszczen a nie macierz podatnosci, ktorg nalezy dopiero wyznaczyc¢,
korzystajac z zaleznosci (4).
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5. OPRACOWANIE WYNIKOW | WYTYCZNE DO SPRAWOZDANIA

Sprawozdanie powinno zawierad:

VI.

o ok w D

Cel ¢wiczenia

Wstep teoretyczny

Rysunek i opis stanowiska pomiarowego
Wypetnione tabele

Cze$¢ obliczeniowa, w ktorej nalezy:

1. Przedstawi¢ doswiadczalng weryfikacje twierdzenia Maxwella
2. Przedstawi¢ doswiadczalng weryfikacje twierdzenia Bettiego

(sprawdzi¢, czy P, U, +P,Uy, = Pyus+P,u,)

3. Wyznaczy¢ macierz podatnosci a na jej podstawie macierz sztywnosci i okresli¢, czy

macierze te sa symetryczne
Wnhioski z ¢wiczenia

6. PRZYKLADOWE PYTANIA KONTROLNE

Jakie uktady nazywamy ukladami liniowosprezystymi (uktadami Clapeyrona)?
Energia sprezysta uktadow liniowosprezystych.

Podaj twierdzenie Bettiego.

Podaj twierdzenie Maxwella.

Jakie znasz inne twierdzenia dotyczace uktadow liniowosprezystych?

Co to jest macierz podatnosci i czym si¢ charakteryzuje?
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PROTOKOL Z CWICZENIA

TWIERDZENIA BETTIEGO I MAXWELLA

Kierunek: Grupa: Sekcja:

Data wykonania ¢wiczenia:

Prowadzacy: Podpis

1. Twierdzenie Maxwella

Pomiar 1 2 3
Sita [N] P1 = P,

uz1 [mm]

uz2 [mm]

2. Twierdzenie Bettiego

Sity [N] P1 P2 Ps3 P

Przemieszczenia [mm] usj Uai U1k U2k

3. Wyznaczanie macierzy podatnosci

Sita [N] P1 = Pz = P3

Uil u12 uis

Przemieszczenia [mm] U1 Uz uz3

us1 us2 uss3




