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1. CEL CWICZENIA

+ Doswiadczalne wyznaczenie zaleznos$ci strzatki ugigcia preta wyboczonego od wielkosci
przytozonej sity P i przedstawienie jej na wykresie.

+  Wyznaczenie wartosci sily krytycznej B¢ dla danego preta korzystajac z danych do$wiad-
czalnych przy roznych sposobach mocowania preta.

+ Obliczenie modulu Younga E na podstawie wynikow doswiadczalnych i pordwnania tej
wartosci z danymi z tablic materiatowych.

+ Obliczenie sity krytycznej P, ze wzoru Eulera.

+ Obliczenie bledu wzglednego pomiarow.

2. WPROWADZENIE

Réwnowaga cial moze by¢ stateczna, niestateczna lub obojetna. Rownowagq stateczng
(stala, stabilna, trwala) nazywamy taka forme rownowagi, w ktorej cialo wychylone z poto-
zenia pierwotnego z powrotem do niego powraca (rys. la). Inaczej méwiac, ruch ciata jest ta-
ki, ze wychylenia dowolnego punktu ciala sa nie wigksze od poczatkowych.

O rownowadze niestatecznej (chwiejnej) mowimy wowczas, gdy cialo wychylone z poto-
zenia pierwotnego nie powraca do tego potozenia, ale przechodzi do innego (rys. 1b).

Jesli ciato znajduje si¢ w potencjalnym polu sit, wéwczas potozeniu rownowagi statecznej
odpowiada minimum energii potencjalnej, zas rownowadze niestatecznej odpowiada maksi-
mum energii potencjalnej. Szczegodlny przypadek, gdy przy dowolnie matym wychyleniu war-
to$¢ energii potencjalnej nie zmienia si¢, nazywamy rownowagq obojetng (rys. 1c).

Rys. 1. Rodzaje rownowagi ciala: a) stateczna; b) niestateczna; c) obojetna

Zadne ciato praktycznie nie moze pozostawa¢ w polozeniu rownowagi niestatecznej, beda-
cej stanem granicznym. Ciato przechodzi do innego mozliwego potozenia. Przejscie to moze
charakteryzowa¢ si¢ duzymi przemieszczeniami, pOwstaniem plastycznych odksztalcen,
zniszczeniem uktadu itp. Taka forme przejscia z jednego potozenia rownowagi do drugiego
nazywamy utratq statecznosci.

W praktyce czesto mamy do czynienia ze zjawiskiem, gdy do przeprowadzenia uktadu
w stan rOwnowagi chwiejnej potrzebna jest na tyle mata ilo$¢ energii, ze w danych warunkach
moze ona by¢ dostarczona zupehie przypadkowo (rys. 2). Wowczas mowi sig, ze statecznosé
uktadu jest niewystarczajaca.
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\\
Rys. 2. Uktad o matej statecznosci

Statecznos$¢ uktadu moze zaleze¢ nie tylko od jego geometrycznej postaci, ale i od wiel-
kosci dziatajacych sit. Jesli np. sita obcigzajaca ukiad bedzie mniejsza od pewnej charakte-
rystycznej wartosci, to stateczno$¢ bedzie zachowana; przy sile wigkszej uktad znajdzie si¢
w polozeniu rownowagi niestatecznej. PrzejScie sity przez te szczeg6lng wartos¢ powoduje
zmian¢ rownowagi uktadu ze statecznej na niestateczng. T¢ charakterystyczng warto$¢ sity
obcigzajacej okres§lamy mianem sify krytycznej.

Obecnie w wielu konstrukcjach zasadniczymi elementami decydujagcymi o ich wytrzyma-
tosci sg prety Sciskane sitami osiowymi, dlatego tez zagadnienie wyboczenia preta stanowi
wazng czes$¢ obliczen inzynierskich. Wyboczenie niekoniecznie musi prowadzi¢ do zniszcze-
nia preta, ale utrata stateczno$ci najczesciej prowadzi do utraty no$nosci calej konstrukcji. Po-
nadto w praktyce nie przeprowadza si¢ analizy stanu rownowagi uktadu po utracie statecznos-
ci 1 uwaza si¢ obcigzenie krytyczne za szczegolnie niebezpieczne. Niebezpieczenstwo utraty
stateczno$ci jest tym wicksze, im konstrukcja jest 1zejsza.

Zagadnienie to jest o tyle istotne i wazne, ze utrata statecznos$ci nast¢puje nagle, bez wi-
docznych objawow poprzedzajacych ,,niebezpieczny” stan konstrukcji. Dlatego przedstawie-
nie eksperymentalnego sposobu okreslenia sity krytycznej przy wyboczeniu sprezystym i po-
rownanie z wynikiem uzyskanym analitycznie (wzor Eulera) pozwala na szersze rozeznanie
w zagadnieniach statecznosci pretow $ciskanych.

3. PODSTAWY TEORETYCZNE

3.1 Utrata statecznosci pretow sciskanych

W przeciwienstwie do uktadéw sztywnych w uktadach odksztatcalnych wartosci wystepu-
jacych sil maja wplyw na rodzaj rownowagi.

Rozpatrywany jest niewazki pret AB Sciskany silg osiowa P (rys. 3a) na tyle malg, ze o$
preta pozostaje prosta. Jesli na pret zadziata si¢ statycznie silg Q prostopadla do osi preta, to
sita ta spowoduje ugiecie preta. Po cofnigciu sity Q pret powraca do swej poczatkowej (pros-
tej) postaci. Jesli dziatanie sita Q bedzie dzialaniem dynamicznym, woéwczas wywota ona
drgania preta wokot prostej osi. Zwigkszenie warto$ci sity P powoduje poczatkowo jedynie
wzrost okresu drgan. Jednakze po przekroczeniu pewnej charakterystycznej wartosci sity P,
zwanej sitq krytyczng P,,, pret po chwilowym zadziataniu sity Q nie powréci do swej pierwot-
nej postaci. Po przekroczeniu przez site P wartos$ci krytycznej pret znajdzie sie w rOwnowa-
dze chwiejnej i gwattownie przybierze nowa posta¢ rownowagi statej o osi wygietej. Towa-
rzyszy temu nagly wzrost przemieszczen konca B preta.

Wygiecie preta spowodowane przekroczeniem przez site Sciskajaca P wartosci Krytycznej
P,, nazywamy wyboczeniem.
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a) b)
Rys. 3. a) Niewazki pret $ciskany osiowo; b) zaleznos$¢ u-P

Rysunek 3b przedstawia zalezno$¢ pomiedzy przemieszczeniem U Kkonca B prgta AB
a wartoscia sily $ciskajacej P. Prosta 1 odpowiada sytuacji, gdy pret prosty jest wylacznie
Sciskany. Po osiagnieciu przez sil¢ P wartoSci krytycznej charakterystyka rozdwaja si¢
w punkcie M. Punkt ten zwany jest punktem bifurkacji (rozdwojenia). Zwigkszenie wartosci
sity $ciskajacej powyzej wartosci P,, spowoduje badz réwnowage niestateczng preta, ktory
pozostanie nadal prosty (prosta 1), badz réwnowage stateczng — pret o osi wygietej (krzywa
2). Linia 0-M-2 zwana jest sciezkq rownowagi.

Zatozenie catkowicie osiowego $ciskania jest oczywiscie idealizacja — w praktyce zawsze
ma si¢ do czynienia z pewnym mimosrodem. Krzywa 3 na wykresie jest wykresem zaleznosci
u-P przy zatozeniu istnienia matego poczatkowego mimosrodu. Im mimosrod jest mniejszy,
tym krzywa poczatkowo doktadniej pokrywa si¢ z prostg 1, by pozniej ulec gwattowniejsze-
mu zakrzywieniu (gwattowniejszy wzrost przemieszczen).

3.2 Sprezyste wyboczenie preta

Wyboczeniem sprezystym nazywac bedziemy taki przypadek utraty statecznosci, w ktorym
sita krytyczna spowoduje powstanie naprezen normalnych mniejszych od granicy proporcjo-
nalnosci R,,.

Podstawy teoretyczne sprezystego wyboczenia pretéw prostych dat Euler wyprowadzajac
wzor na sitg krytyczng (wyboczeniowa) przy sciskaniu preta prostego podpartego dwustron-
nie przegubowo (rys. 4).

Jako ze warunki podparcia nie okre$laja uprzywilejowanego kierunku wygiecia preta, za-
tem wygiecie nastgpi w plaszczyznie najmniejszej sztywnos$ci na zginanie EI=Elmin. W stanie
rébwnowagi w postaci wygietej pojawia si¢ dodatkowo moment gnacy, ktorego wartos¢ w
dowolnym przekroju wynosi:

M, =Py (1)

Roéwnanie osi ugigtej ma postaé:

El—2=-M )
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Rys. 4. Pret prosty $ciskany osiowo
Stad mozna zapisac:
El ay _ -P 3)
dx’ ’
Przeksztalcajac powyzsza zaleznos¢ otrzymuje sig:
d’y P
+—Yy=0 4
o Bl )
lub
d’y . 2
—-+ky=0, 5
oz T ©)
gdzie
P
k?=— 6
T (6)

Otrzymano réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu drugiego o statych wspotczynnikach, dla

ktérego poszukuje si¢ rozwigzania w postaci:

y = Csinkx + D coskx

Uwzgledniamy warunki brzegowe w miejscach podparcia preta w postaci:

y(x=0)=0
y(x=1)=0

Z warunku (8) wynika, iz D = 0. ROwnanie osi ugietej przyjmuje postac:

y = Csinkx
Podstawiajac warunek brzegowy (9) otrzymuje si¢:
Csinkl =0

Réwnanie powyzsze jest spetnione w nastepujacych przypadkach:

(7)

(8)
(9)

(10)

(11)

a) C=0, wowczas dla kazdego x otrzymuje si¢ y = 0 — wyboczenie nie wystepuje, a pret po-

zostaje prosty (przypadek trywialny);
b) sinkl =0, co jest spetnione, gdy kl =nz, n=0, 1, 2, ...
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Z warunku b) otrzymuje si¢:

Kl = |\/§= nz (12)

Wyznaczajac z powyzszego rownania sit¢ uzyskuje sig:

B nz2El
==

P

(13)

Dla n = 0 otrzymuje si¢ P = 0. Z kolei podstawiajgc n = 1 oblicza si¢ maksymalng warto$¢
sily $ciskajacej P, dla ktérej mozliwe jest zachowanie rownowagi preta w postaci wygietej —
jest to tzw. eulerowska sita krytyczna:

2
7 El
P =T (14
Dla tej wartosci sity krytycznej rOwnanie rézniczkowe osi ugietej przyjmuje postac:
y =Csin ”TX (15)

Tak wigc o§ ugieta jest sinusoida, przy czym
I
C=y|- 16
(3] (16
Jesli za Kl podstawi si¢ dalsze wartosci (kl = 27, kl = 3z itd.), wowczas otrzymuje si¢:

2
k|=2ﬂ:>Pkr=$

2
M=37=p =% El

|2

(17)

O$ ugieta przyjmuje wowczas posta¢ dwu, trzech lub wiecej sinusoidalnych potfal (rys. 5).
Te wigksze wartosci sity krytycznej nie maja praktycznego znaczenia, gdyz juz po osiagnieCiu
pierwszej wartosci krytycznej (dla n = 1) sita powoduje wygigcie preta w ksztalcie jednej
potfali 1 nie jest mozliwa zmiana tego ksztaltu.

-

a) b)

Rys. 5. Postaci wyboczeniadlaa)n=2;b) n=3
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W ogolnym przypadku podaje si¢ zalezno$¢ uwzgledniajacg rozne sposoby podparcia:

2
P _ 7°El
kr — |2
w

: (18)

gdzie:
l, = x4l —dlugos¢ wyboczeniowa preta;
1 — wspotczynnik zalezny od sposobu mocowania preta (np. dla mocowania dwustron-
nie przegubowego x = 1).
Jezeli chce si¢ wyznaczy¢ napre¢zenia krytyczne, to sit¢ krytyczng nalezy podzieli¢ przez
pole przekroju poprzecznego preta A. Uzyskuje si¢ wtedy zaleznos$¢:

7°El . 7°Ei%.
Ol = A2 2 (19)

gdzie:
= \/% — promien bezwladnosci przekroju poprzecznego preta.

Inaczej mozna zapisa¢ zaleznos¢ (19) w postaci:

7’E
O-kr ~ ﬂz ’ (20)
gdzie:
A — smuktosé preta:
A= b (21)

Graficzng interpretacjag wzoru (20) jest hiperbola Eulera przedstawiona na rys. 6. Na ry-
sunku tym przedstawiono rowniez zakres stosowalnosci wzoru Eulera. Wzor ten moze by¢
stosowany wytacznie w zakresie sprezystym (dla o,, <o, ), czemu odpowiadajg wartosci

smuktosci 1> A4, .

O 4 .
krzywa doswiadczalna
krzywa Johnsona-Ostenfelda
prosta Tetmajera-Jasinskiego
oy

krzywa
EUmIa

P 1

gr
Rys. 6. Zalezno$¢ naprezen krytycznych od smuktosci preta ulegajacego wyboczeniu

Warto$¢ graniczng smuktosci wyznacza si¢ z zaleznosci:

Ay =7, |— (22)
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W zakresie sprezysto-plastycznym (posprezystym) stosuje si¢ przewaznie jedng z dwoch
aproksymacji:

1) prostg Tetmajera-Jasinskiego:

o, =A-BA (23)
2) parabola Johnsona-Ostenfelda:

o, =a—bA? (24)

Wspotczynniki materialowe A i B oraz a i b wyznacza si¢ dla danego materialu preta odpo-
wiednio z zaleznosci:

A: e
B:Re_RH Ry
afR E (25)
2
b=
4Ex

W literaturze mozna spotkac¢ gotowe tablice wspotczynnikow A, B oraz a i b dla roznych
materiatow.

W przypadku obliczen wytrzymatosciowych ,,na wyboczenie” nalezy zawsze sprawdzic,
w jakim przedziale miesci si¢ smuktos¢ preta A 1 w zaleznosci od tego stosowac odpowiednie
wzory. Jezeli A > 4, to mozna stosowa¢ wzor Eulera (18) na sitg krytyczng. Jezeli A < 4, to
nalezy stosowaé wzory do wyboczenia sprezysto-plastycznego, czyli odpowiednio: aproksy-
macj¢ prosta Tetmajera-Jasinskiego (23) lub parabola Johnsona-Ostenfelda (24).

Nalezy ponadto zwroci¢ uwage, ze smuktos¢ preta A zalezy tylko od wielkosci geometry-

cznych preta (21), za$ smuktos$¢ graniczna A, zalezy tylko od wiasnosci materiatowych (22).

3.3 Wyboczenie preta o wstepnej krzywiZnie

Rozwazany jest pret zamocowany obustronnie przegubowo jak na rys. 7.

P

2 0.4 .
i

Rys. 7. Wyboczenie preta o wstepnej krzywiznie
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Zaktada sie, ze pret (np. na skutek wielokrotnego przeprowadzania na nim do§wiadczenia)
nie jest prosty, lecz posiada pewng niewielka krzywizne. Niech o$ tego preta przed przylo-
zeniem sily bedzie krzywa, ktérag mozna opisa¢ rOwnaniem:

Yo=VYo(X), xe(01) (26)

Przytozenie do preta osiowej sity P spowoduje, ze kazdy punkt osi o wspotrzednej X prze-
miesci si¢ o wielkos¢ y,(x). Tak wige krzywa bedaca teraz osig preta mozna zapisaé w postaci:

y(X) =¥, (X)+ Yo (X) (27)

Roéwnanie osi ugietej belki ma postac:

d?y
EI W = —M g’ (28)
gdzie:
My =Py =P(y; +Yo). (29)
czyli:
d 2
El d_xg = —Py,— Py, (30)
Po podzieleniu obu stron przez El i uporzadkowaniu otrzymuje si¢:
d 2
Ky =Ky, (31)
gdzie:
P
K?=_— 32
T (32)

Zajmijmy si¢ obecnie osig preta przed odksztatceniem. Wiadomo, Ze o$ preta wyboczone-
g0 mozna opisa¢ rownaniem:
. X
yO:CsmﬂT, (33)

gdzie:
C=y,= y(lz] (34)

W precie pierwotnie prostym wskutek wielokrotnego przeprowadzania na nim doswiad-
czenia, podczas ktorego jego o$ wyginata si¢ zgodnie z rownaniem (33), powstaty pewne nie-
wielkie odksztalcenia trwate. Jest zatem uzasadnione przyjac, ze po pewnym czasie o$ prosta
stala si¢ krzywa o réwnaniu (33) — oczywiscie Y, jest bardzo mate. Podstawiajac zaleznosc¢
(33) do réwnania (31) otrzymuje sig¢:

2

8y, szlz—szosin”TX (35)

Zgodnie z metoda przewidywan dla zwyczajnych niejednorodnych rownan rézniczkowych
o stalych wspotczynnikach rozwigzania rownania (35) poszukuje si¢ w postaci analogicznej
do jego prawej strony. Rozwigzanie to powinno spetnia¢ ponadto warunki brzegowe, ktore
w tym przypadku przyjmujg postac:

y,(0)=y,(1)=0 (36)
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Latwo sprawdzi¢, ze funkcja okre§lona rownaniem:

y,(X) = csinﬂTX (37)

spelnia warunki (36). Wystarczy zatem dobra¢ parametr ,,c” tak, aby spelniala ona réwniez
réwnanie (35). Podstawiajac (37) do (35) otrzymuje si¢ po uporzadkowaniu:

2
C(Kz—f—zjsinﬂTX:szosinﬂTx (38)
Aby rownanie powyzsze byto tozsamos$cig, musi by¢ spetniony warunek:
—K?
c=— Yo - Yo (39)
K2_Z T 4
> I’K?

Wprowadza si¢ oznaczenie:

ﬂ:-:—:—_:K — (40)

Uwzgledniajac powyzsze oznaczenie w rownaniu (39) otrzymuje si¢:

c= L% (41)
1-p
Tak wigc rozwigzaniem rownania (35) jest funkcja:
p . TTX
=——Y,SIn— 42
W= Yesing (42)
Przyrost strzatki ugigcia wynosi:
| B
yl(X:E):ylzmyo (43)
Catkowitg strzatke ugigcia mozna okresli¢ z zaleznosci:
B Yo
Y=Y+t Y¥1=Yo 1_ﬁyo 1 (44)

Uwzgledniajac oznaczenie (40) w powyzszej zaleznosSci otrzymuje sig:

Pe Yo
4y, = kYo 45
Yo h=p""p5 (45)
lub
o N
Y. =Py F Yo (46)

Rownanie to jest liniowe ze wzgledu na zmienne Yy, oraz %, co mozna przedstawi¢ na

wykresie (rys. 8). Tangens kata nachylenia prostej na wykresie jest rowny P,

wy=%=ar (47)
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A

Y1

Rys. 8. Graficzne przedstawienie zaleznosci (46)

4. PRZEBIEG CWICZENIA

Cwiczenie przeprowadzane jest na stanowisku przedstawionym na rys. 9. Umozliwia ono
obcigzanie osiowe $ciskajace preta, jak rOwniez obcigzanie w kierunku bocznym — zginanie.

= ; =)

1 — $ruba regulacyjna obcigzenia

2 — pokretlo obciazajace

3 — rama gdrna

4 — gniazdo mocujace gorne

5 — $ruby ustalajace

6 — kolumny prowadzace

5 7 — przyrzad zegarowy pomiaru sity
./"7_ 8 — $ruba regulacyjna potozenia
i przyrzadu
3 9 —rama dolna
10 — gniazdo mocujace dolne
10 :,/ ‘\\ 11 — urzadzenie do pomiaru sily
-{ )
=", 8
9

N L /[n—
" -

Rys. 9. Schemat stanowiska do badania pretow na wyboczenie

Sposob przeprowadzenia ¢wiczenia zostanie przedstawiony W trakcie zajec laboratoryjnych.
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Tabela 1 zawiera dane wszystkich pretow, ktére mogg by¢ wykorzystywanych podczas
przeprowadzania badan.

Tab. 1. Prety stosowane w ¢wiczeniu

Oznaczenie Material E Dhugos¢ | Szeroko$¢ | Grubosé Sposob
[GPa] | |[mm] b [mm] h [mm] zamocowania

s1 Stal narzedziowa | 519 350 20 4 Przegub/przegub
90MnCrV8

) Stal narzedziowa | 97 500 20 4 Przegub/przegub
90MnCrV8

s3 Stal narzedziowa | 519 600 20 4 Przegub/przegub
90MnCrV8

S4 Stal narzedziowa | 519 650 20 4 Przegub/przegub
90MnCrVv8

S5 Stal narzedziowa | 919 700 20 4 Przegub/przegub
90MnCrV8

S6 Stal narze;dziowa 210 650 20 4 UtWierdZenie SZtyWnel
90MnCrVv8 przegub

S7 Stal narzgdziowa | o1q 650 20 4 Utwi_erdzeni_e sztywne/
90MnCrVv8 utwierdzenie sztywne

S8 Stop aluminium 70 600 25 6 Przegub/przegub

AlIMgSIi00.5 F22

S9 Mosiadz 104 600 25 6 Przegub/przegub
CuZn40Pb2

S10 Miedz E-Cu 125 600 25 6 Przegub/przegub

S11 Kompozyt 245 600 25 10 Przegub/przegub

5. OPRACOWANIE WYNIKOW | WYTYCZNE DO SPRAWOZDANIA

Sprawozdanie powinno zawieraé:

l. Cel ¢wiczenia
1. Krotki wstep teoretyczny
I1. Szkic 1 opis stanowiska pomiarowego, uwzgledniajgc badane prety (material, przekro;,
dhugosc, E)
V. Protokot pomiarowy
V. Czgs$¢ obliczeniowa, w ktorej nalezy:
1. Wyliczy¢ glowne centralne momenty bezwtadnos$ci przekroju (przekrojow) i znalezé
warto$¢ | .
2. Dla wszystkich zastosowanych pretow i sposobow mocowania:
e wyliczy¢ teoretyczng warto$¢ sily krytycznej P,, z zaleznos$ci (18) przyjmujac
zatozenia o materiale pretéw z tabeli ponizej;
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VI.

O N o a bk~ 0w DR

e sporzadzi¢ wykres zaleznosci vy, = f [%) :

e wyznaczyé z wykresu do$wiadczalng warto$é sily krytycznej PS (zastosowaé

metode najmniejszych kwadratow do wyznaczenia wspolczynnika kierunkowego
prostej aproksymujace;j);

Pkl: - Pkr

e obliczy¢ wzgledny btad pomiaru 5 = 100% ;

kr
e okresli¢ rodzaj materiatu, z ktorego wykonano badany pret — wyliczyé ze wzoru
(18) modut Younga E podstawiajac jako sit¢ krytyczna P .

Whioski z éwiczenia

6. PRZYKLADOWE PYTANIA KONTROLNE

Omow rodzaje rdwnowagi.

Co to jest: statecznos¢, utrata statecznosci, sita krytyczna?
Co nazywamy wyboczeniem (sprezystym) preta?

Co to jest sita krytyczna?

Omow wzor Eulera na sife krytyczna.

Jak jest zakres stosowania wzoru Eulera?

Jak mozna wyliczy¢ sile krytyczng w zakresie posprezystym?

Co to jest smuktos¢ preta? Jak wyznacza si¢ smuktos$¢ graniczng?
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BADANIE STATECZNOSCI PRETOW

Kierunek: Grupa: Sekcja:
Data wykonania ¢wiczenia:
Prowadzacy: Podpis
[
D
e 33 = * =
i
*3"
| 1l 1
Oznaczenie preta Oznaczenie preta Oznaczenie preta
Rodzaj materiatu Rodzaj materiatu Rodzaj materiatu
Modut Younga Modut Younga Modut Younga
E [GPa] E [GPa] E [GPa]
Dtugosc preta Dtugos¢ preta Dtugos¢ preta
I [mm] I [mm] I [mm]
Szeroko$¢ preta Szerokos¢ preta Szeroko$¢ preta
b [mm] b [mm] b [mm]
Grubos¢ preta Grubos¢ preta Grubos$¢ preta
h [mm] h [mm] h [mm]
Mocowanie gora: Mocowanie gora: Mocowanie gora:
Mocowanie dét: Mocowanie dét: Mocowanie dét:
Lp P [N] y [mm] Lp P [N] y [mm] Lp P[N] y [mm]
1. 1. 1.
2. 2. 2.
3. 3. 3.
4, 4. 4.
5. 5. 5.
6. 6. 6.
7. 7. 7.
8. 8. 8.
9. 9. 9.
10. 10. 10.
11. 11. 11.
12 12 12




