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1. CEL CWICZENIA

+ Zapoznanie si¢ z podstawami metody elementow skonczonych w aspekcie jej zastosowania
do rozwigzywania uktadow pretowych.

+ Wykonanie obliczen dla wybranych uktadow z wykorzystaniem oprogramowania wskaza-
nego przez prowadzgcego.

2. WPROWADZENIE

Metoda elementéw skonczonych (MES) jest jedng z najczesciej stosowanych przyblizonych
metod rozwigzywania zagadnien brzegowych. Zagadnienie brzegowe to zadanie opisane row-
naniem lub (cze¢sciej) uktadem rownan roézniczkowych, zwykle o pochodnych czgstkowych,
Z warunkami jednoznacznosci. Do warunkow jednoznaczno$ci zalicza si¢: warunki geome-
tryczne, fizyczne 1 brzegowe; w przypadku zagadnien zmiennych w czasie (mowimy wowczas
0 zagadnieniu brzegowo-poczgtkowym) dodatkowo sa to warunki poczatkowe.

Dla wielu realnych problemoéw fizycznych znalezienie rozwigzania problemu brzegowego
w postaci analitycznej jest trudne lub wrgcz niemozliwe do osiagni¢cia, dlatego poszukuje si¢
metod przyblizonych, jak MES.

MES, poza rozpatrywanymi w niniejszej instrukcji zagadnieniami mechaniki, mozna stoso-
wac¢ do rozwiagzywania réznorodnych problemow, takich jak np. przeptyw ciepta, mechanika
ptynow, zagadnienia elektryczne, elektromagnetyczne czy akustyczne. Jesli rownoczesnie roz-
patrywane jest wigcej niz jedno zjawisko fizyczne (wyznaczane wielkos$ci fizyczne oddziatuja
na siebie w taki sposob, ze obliczenie jednej z nich jest niemozliwe bez wyznaczenia drugiej),
mowi si¢ o tzw. polach sprzezonych; przyktadami moga by¢ sprzgzenia termomechaniczne,
elektro-termo-mechaniczne czy piezoelektryczne.

Istota metody sprowadza si¢ do podziatu (dyskretyzacji) analizowanego osrodka ciagtego
na pewng liczbg podobszarow, tzw. elementow skornczonych oraz aproksymacji wielkosci opi-
sujacej stan uktadu (np. przemieszczen) w obszarze tych elementéw. W efekcie uktad rownan
roézniczkowych przyjmuje posta¢ uktadu rownan algebraicznych. Przyktad dyskretyzacji frag-
mentu osrodka ciaglego przedstawiono na Rys. 1.

Ciagly: Dyskretny:
* punktow: o * punktow: 8
* stopni swobody w punkcie: 2 * stopni swobody w wezle: 2
* réwnan: o * réwnan: 16

Rys. 1. Idea dyskretyzacji na przyktadzie obszaru 2D

Element skonczony to prosta, plaska lub przestrzenna figura geometryczna, dla ktorej okre-
slone zostaly wyroznione punkty zwane wezfami. W zalezno$ci od potrzeb moze element skon-
czony przyjmowac rozne ksztatty i posiada¢ rozng liczbe weztow (Rys. 2). W przypadku za-
gadnien 1D elementy maja posta¢ odcinkow. Dwuwymiarowe elementy skonczone przyjmujg
zazwyczaj ksztalt trojkatow badz czworokatow. Elementy 3D (brytowe) moga mie¢ rdzne
ksztalty; do najczesciej stosowanych nalezg czworosciany 1 sze§ciosciany.
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Rys. 2. Przyktadowe elementy skoniczone 1D, 2D, i 3D

2D

Elementy skonczone moga si¢ taczy¢ wylacznie w weztach, z czego wynika, ze wezty moga
naleze¢ do jednego lub wigkszej liczby elementow skonczonych. W metodzie elementow skon-
czonych obliczenia prowadzone sg tylko dla weztdéw — w przypadku sprezystosci otrzymuje si¢
wartosci sktadowych przemieszczen. Nastepnie przemieszczenia sg interpolowane w analizo-
wanym obszarze z wykorzystaniem funkcji ksztattu.

Funkcje ksztattu N/, gdzie e oznacza numer elementu a i numer wezta w elemencie, to

funkcje interpolacyjne jednoznacznie okreslajace rozktad analizowanej wielkosci fizycznej we-
wnatrz elementow skonczonych, zalezne od wartosci tych wielkosci fizycznych w weztach. Sa
one zawsze tak zbudowane, aby w wezlach ktorych dotycza ich warto$¢ wynosita 1 a w pozo-
statych weztach przyjmowaty warto$é 0 (Rys. 3). Od stopnia funkcji ksztattu moze pochodzi¢
okreslenie elementu skonczonego, np. element liniowy, element kwadratowy itd.
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Rys. 3. Funkcje ksztaltu wykorzystywane w elemencie pretowym (L° — dlugo$¢ elementu e)

Stopnie swobody (ang. degrees of freedom — DOFs) to minimalna liczba niezaleznych zmien-
nych opisujacych jednoznacznie stan (modelu) uktadu fizycznego. W mechanice jest to liczba
niezaleznych ruchéw, jakie cialo jest w stanie zrealizowa¢ w przestrzeni. W przypadku MES
liczba stopni swobody pojedynczego elementu skonczonego jest rowna liczbie stopni swobody
w pojedynczym wezle pomnozona przez liczbe weztow w elemencie.

Liczba stopni swobody w wezle zalezy od rodzaju elementu skonczonego i jego wymiaro-
wosci. I tak np. w przestrzeni 3D element pretowy ma 6 stopni swobody (po trzy sktadowe
przemieszczenia liniowego w kazdym z 2 weztow), dwuweztowy element belkowy 12 (po trzy
skladowe przemieszczenia liniowego i trzy obroty w kazdym z 2 we¢zlow) a czworo$cienny,
czterowegztowy element brytowy rowniez 12 (po trzy skladowe przemieszczenia liniowego
w kazdym z 4 weztow).
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W ramach niniejszej instrukcji bedziemy rozwazaé¢ elementy 1D w postaci elementow pre-
towych i elementow belkowych. W przypadku zastosowania elementow pretowych potaczenia
w weztach przenosza jedynie sity podtuzne. W przypadku stosowania elementéw belkowych
potaczenia w wezlach przenosza sity podiluzne, sily poprzeczne oraz momenty gnace,
a dla uktadow przestrzennych réwniez momenty skrgcajgce. Elementy pretowe stosowane sa
do modelowania kratownic, za$ elementy belkowe do modelowania belek i ram.

Istota MES jest skrotowo przedstawiona w nastepnym rozdziale na przyktadzie elementéw
pretowych. Opis elementéw belkowych (i innych) mozna znalez¢é np. w [1-4].

3. ELEMENTY PRETOWE
Rozwaza¢ b¢dziemy jednowymiarowy element pretowy e z dwoma weztami i dwoma stop-

niami swobody, odpowiadajacymi dwom przemieszczeniom osiowym U;,U; | jak pokazano na

Rys. 4a. Rozpatrywany element ma dtugo$é L, state pole powierzchni przekroju poprzecznego
A i jest wykonany z liniowosprezystego materiatu o module Younga E.
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Rys. 4. Element pretowy a) bez obcigzenia ciaglego; b) obciazony obcigzeniem cigglym

Odksztalcenie & elementu pr¢towego wyraza sig jako:

Uy —Uu;
g=—-2—1 E 1 (1)
Naprezenie normalne o mozna wyznaczy¢ korzystajac z prawa Hooke’a:
u; — U,
o=Ee=E IT(-:-Z (2)
Sita osiowa N (otrzymana w wyniku catkowania naprgzen na przekroju poprzecznym
preta) wyraza si¢ jako:
u; —U;
e p€
N =Aoc=E‘A 1Te2 (3)
Uwzgledniajac rownowage statyczng sit weztowych Q1 Q;, mozna je wyrazi¢ jako:
E°A°
Q=-Q =T(Uf ~U,) (4)

E°A°

e

e Qle e 1 -1 Uf e e
@ =i e ®

gdzie: K®— kwadratowa macierz sztywnosci elementu skonczonego, Q°, u® — odpowiednio jed-
nokolumnowe macierze (tzw. wektory) sit weztowych i przemieszczen weztowych.

. . e . . rr . ’ . . .
Wprowadzajac oznaczenie K° = mozna zalezno$¢ (4) zapisa¢ w postaci macierzowe;j:
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W przypadku, gdy rozwazany element pretowy jest poddany dziataniu rownomiernie rozto-
zonego obcigzenia ciaglego f (Rys. 4 b), po przeksztatceniu go na sity wegztowe rownanie (5)

przyjmie postac:
1 —1fuf] (f)y 2
e:ke 1 _ :Ke e_fe 6
° [—1 1Hus} 2 {1} - ©)

Przemieszczenie w dowolnym miejscu elementu skonczonego moze by¢ aproksymowane
funkcja liniowa:

UF(x) = (x)u; + N (x)u, (7)

przy czym funkcje ksztattu N/ (X) wyrazaja si¢ wzorami:

X, —X X—
22 Ny () ==
X, =% X=X
Latwo zauwazy¢, ze dla X = x; oraz X = X2 spetnione sa wymagania stawiane funkcjom ksztat-
tu odnosnie ich wartosci w poszczegdlnych weztach. Na podstawie uzyskanych przemieszczen

oblicza si¢ korzystajac z zaleznosci (1) 1 (2) odpowiednio odksztatcenia i napr¢zenia.

Ny (x) = (8)

Dotychczas rozpatrywaliSmy pojedynczy element skonczony w jego lokalnym ukladzie
wspotrzgdnych, gdzie jedna z osi oktadu byta zgodna z osig preta. W ogdlnym przypadku kon-
strukcja sktada si¢ z wielu elementéw, ktore ponadto moga by¢ roznie zorientowane
w przestrzeni (np. kratownica). W zwigzku z tym wprowadza si¢ globalny uktad wspotrzed-
nych, wspdlny dla wszystkich elementéw skonczonych w konstrukcji. Rozréznienie pomigdzy
tymi dwoma rodzajami uktadéw wspotrzednych przedstawiono (dla jednego elementu skon-
czonego) na Rys. 5. Dla wszystkich elementow skonczonych przeprowadza si¢ transformacje
z lokalnego do globalnego uktadu wspoétrzednych stosujac odpowiednig macierz transformacji
— szczegblty mozna znalez¢ np. w [1].

y=

Rys. 5. Uktady wspotrzednych lokalny x '’y i globalny xy obrocone wzgledem siebie o kat o

Kolejnym krokiem jest utworzenie wspdlnej macierzy sztywnosci K dla catej konstrukcji
poprzez agregacje lokalnych macierzy sztywnos$ci poszczegdlnych elementow skonczonych.
Liczba wierszy i kolumn w globalnej macierzy sztywnosci K jest rowna liczbie stopni swobody
catej konstrukcji. Sposob przeprowadzania agregacji zostanie przedstawiony w nastepnym roz-
dziale.

Podstawowe réwnanie MES dla catej konstrukcji wyraza si¢ jako:
KU=Q 9)

Powyzsze roOwnanie nie nadaje si¢ jeszcze d0 rozwigzania, poniewaz macierz sztywnosci
w dotychczasowej postaci jest macierza osobliwa (jej wyznacznik glowny jest rowny zeru).
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W niniejszym przypadku nalezy to interpretowac jako brak stabilnego zamocowania konstrukcji
— konstrukcja jako calo$¢ moze si¢ przemieszcza¢ wzgledem globalnego uktadu wspotrzednych
badz tez tworzy ona mechanizm. By moéc uzyskaé rozwigzanie, zadanie nalezy uzupehic
o warunki brzegowe. Jedna z metod uwzglgdniania warunkoéw brzegowych jest metoda kary.

Metoda kary polega na modyfikacji macierzy K poprzez zadanie duzej sztywnos$ci w miej-
scach okreslenia warunku przemieszczeniowego (W ogdlnym przypadku modyfikacji podlega
rowniez wektor obcigzen Q — np. gdy zadawane przemieszczenia sg rozne od zera, jak w przy-
padku luzu montazowego). Czgsto stosowanym podejsciem dodanie w tych miejscach pewnej
stalej C. Stalg ta wylicza si¢ mnozac najwiekszy co do modutu element macierzy K przez ,,duza
warto$¢”, np. rowng 10%. Tak przygotowane podstawowe rownanie MES jest gotowe do roz-
wigzania.

4. PRZYKLAD MODELOWANIA UKtADU JEDNOWYMIAROWEGO

W niniejszym rozdziale przedstawiono kolejne kroki wykonywane w ramach rozwigzania
przyktadowego zadania z wykorzystaniem MES.

I. Przyjecie modelu fizycznego rozwazanego obiektu (definiowanie geometrii, okreslenie
rodzaju stosowanych elementow skonczonych)

Rozwazany jest pret stalowy o zmiennym przekroju, utwierdzony jednym koncem, obcig-
zony dwoma sitami, jak na Rys. 6. Przyjeto, ze konstrukcja bedzie modelowana z wykorzysta-
niem elementow pretowych o 1 stopniu swobody w kazdym z 2 weztéw (przemieszczenie
w kierunku osi preta).

Rys. 6. Model fizyczny konstrukcji

Il. Dyskretyzacja geometrii (podziat na elementy skonczone).

Pret podzielono na 4 elementy skonczone, jak pokazano na Rys. 7. Numery elementow skon-
czonych umieszczono w kétkach a numery weztdw przy zaznaczonych punktach. Zauwaz, ze
wezty 2, 3 oraz 4 naleza do dwoch elementéw skonczonych kazdy.

L1 |L2 L3 L4

<

Rys. 7. Model dyskretny konstrukcji
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I1l. Wyznaczenie lokalnych macierzy sztywnosci.

Poniewaz caly pret wykonano z tego samego materiatu, lokalna macierz sztywnosci dla kaz-
dego elementu pretowego ma postaé:

e[ 1 _ e e
Ke = EA T (10)
-1 1] |k, K

IV. Agregacja (utworzenie globalnej macierzy sztywnosci K i wektora obciazen Q).
Zagregowana macierz sztywnosci ma dla przyktadu postac:

ko kL0 o 0

ik;l :k;2+k121i___l_(]_.22____§_____9____ O

K=[0 1k " ka+Kii kb | 0
._____2}____:+__2%_§__1}_'.'“3"12';':"';': (11)

0 0 ' k21 ik22+klli klzi

o o oK

Zauwaz, ze w weztach ktore sg wspolne dla sasiadujacych elementéw dochodzi do taczenia
lokalnych macierzy sztywnosci. Z kolei w miejscach, gdzie wezty nie nalezg do tego samego
elementu, w macierzy K wystepujg wartosci zerowe.

Zagregowany wektor obcigzen dla przyktadu wyglada nastepujaco:

[0
-P
Q=| 0 (12)
0
| 2P|
Uktad réwnan MES przyjmuje postac:
kL K, 0 0 01[Q] [0]
kgl kéz + k121 k122 0 0 || Q, -P
0 k221 k222 + k131 k132 01Q|=| 0 (13)
0 0 kgl kﬁo’z + k141 kfz Q, 0
0 0 0 ks, Ky, || Qs | [ 2P




ZASTOSOWANIE MES DO ROZWIAZYWANIA UKt. PRETOWYCH 8

V. Uwzglednienie warunkow brzegowych (np. metoda kary).

Poniewaz w wezle 1 jest odebrany (jedyny) stopien swobody, zastosowanie metody kary
prowadzi do nastgpujacej postaci rownania (9):

kL+C kY 0 0 0[Q 0
kgl kgz + k121 k122 0 0 QZ -P
0 k221 k222 + k131 k132 0 Q3 = 0 (14)
0 0 k231 k232 + k141 kfz Q, 0

o 00 Kk ki) |ep)

V1. Rozwigzanie ukladu rownan MES.

Z podstawowego rownania MES wyznacza si¢ macierz niewiadomych, jaka jest wektor
przemieszczen brzegowych U. W tym celu stosuje si¢ jedna z numerycznych metod rozwiazy-
wania uktadow rownan jak np. metoda eliminacji Gaussa. Po wyznaczeniu U, w nastgpnym
etapie wyliczane sg odksztatcenia i naprezenia w weztach konstrukcji.

5. OPROGRAMOWANIE MES

W celu rozwigzania konkretnego zadania brzegowego z wykorzystaniem oprogramowania
MES nalezy stworzy¢ model rozpatrywanego uktadu sktadajacy si¢ z elementow skonczonych.
W rzeczywistym uktadzie mechanicznym wyodrebnia si¢ czgéci sktadowe, ktore modeluje si¢
jako elementy jednowymiarowe (pretowe, belkowe), elementy dwuwymiarowe (plytowe, tar-
czowe, powlokowe, 0siowosymetryczne) czy trojwymiarowe (brytowe). W niniejszej instrukcji
ograniczono si¢ do elementow jednowymiarowych (1D).

Wigkszos¢ dostgpnych programéw MES umozliwia zaréwno tworzenie geometrii rozpatry-
wanego uktadu. jak i jej import z plikow CAD. Model geometryczny jest pomocny w tworzeniu
siatki elementow skonczonych oraz moze utatwia¢ zadawanie obcigzen i warunkéw brzego-
wych.

Proces rozwigzywania zadania mechaniki z zastosowaniem oprogramowania MES moze
wygladac jak ponizej. Zauwaz, ze kolejnos¢ dziatan jest tu nieco inna niz podana w poprzednim
rozdziale — czgsto stosowanym We wspotczesnych programach MES udogodnieniem jest moz-
liwo$¢ zadawania obcigzen i warunkow brzegowych na geometrii. W tym przypadku oprogra-
mowanie zadba o to, by odpowiednio przenies¢ je na siatke elementow skoficzonych.

Kolejne etapy to:

1. Utworzenie lub import geometrii konstrukcji.

2. Zdefiniowanie wlasnosci poszczegolnych sktadowych konstrukcji: materiatu, wymaganych
wlasnosci geometrii (jak np. przekrdj poprzeczny w przypadku zagadnien 1D).

3. Zadanie obcigzen i warunkow brzegowych.

4. Stworzenie siatki MES.

5. Przeprowadzenie analizy — uruchamiany jest odpowiedni modut obliczeniowy.
6. Prezentacja wynikow (mapy barwne, wartosci w weztach 1 inne).
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6. PRZEBIEG CWICZENIA

Dla wybranych uktadéw pretowych i/lub belkowych nalezy przeprowadzi¢ obliczenia (wy-
Znaczenie przemieszczen, napr¢zen i reakcji podporowych) przy uzyciu programu metody ele-
mentow skonczonych wskazanego przez prowadzacego.

7. OPRACOWANIE WYNIKOW | WYTYCZNE DO SPRAWOZDANIA

Sprawozdanie powinno zawierad:

I. Cel ¢wiczenia.
Il. Opis rozwigzywanego zagadnienia i modelu numerycznego (z rysunkami).

I1l. Wyniki obliczen MES zgodnie z zaleceniami prowadzacego (w tym stosowne zrzuty
ekranow).

IV. Obliczenia analityczne.
V. Analize¢ wynikow i wnioski.
Prowadzacy moze zmieni¢ wymagania dotyczace sprawozdania.

8. PRZYKLADOWE PYTANIA KONTROLNE

Do czego stluzy metoda elementow skonczonych?

Jakie sg istotne cechy metody elementéw skonczonych?
Na czym polega dyskretyzacja?

Co to sg funkcje ksztattu i do czego stuzg?

Czym charakteryzuja si¢ funkcje ksztattu?

Co to jest macierz sztywnosci i w jakim wzorze wystepuje?

N o a bk~ DR

Co to sg elementy skonczone, jakie rodzaje elementow modelujg dany przypadek wytrzy-
matosciowy?

©

Na czym polega agregacja macierzy sztywnos$ci?

Jakie kroki s3g wykonywane przy rozwigzywaniu zadania z wykorzystaniem MES?
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DODATEK — PRZYKLADOWE ZADANIA

Zadanie 1

Dla preta stopniowanego podpartego i obcigzonego jak na Rys. 8 wyznaczy¢ przemieszcze-
nia punktéw B, C oraz rozktad napre¢zen. Do obliczen przyjac rézne warianty obcigzen.
Przyktadowe dane:

A,=0.01 m? A,=0.005m? A,=0.008 m?
L=0L=1,=05m

P,=5KkN, P,=2kN

E =2-10" Pa (stal)

|
|
—

o
>
o
(@)
)

Rys. 8. Pret rozciggany — schemat statyczny

Zadanie 2

Dla belki podpartej i obcigzonej jak na Rys. 9 wyznaczy¢ polozenie osi ugigtej oraz rozktad
naprezen w przekroju poprzecznym wzdtuz osi belki. Wyznaczy¢ analitycznie przemieszczenia
konca swobodnego belki dla wskazanego wariantu obcigzenia i poréwnac¢ z wynikami otrzy-
manymi numerycznie. Do obliczen przyjaé¢ rézne warianty obcigzenia.

Przyktadowe dane:
[L=01,=05m
l,=1,=8.33-10°m*

W, =W,=1.66-10*m3
P,=7kN, P,=3kN
M, = 4 kNm, M,= 2 kNm
E =2-10" Pa (stal)

A B C
I N I
% L >l 2 >

Rys. 9. Belka wspornikowa — schemat statyczny
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Zadanie 3

Dla kratownicy ptaskiej podpartej i obciazonej jak na Rys. 10 wyznaczy¢ przemieszczenia
punktow B, D oraz naprezenia w pretach. Do obliczen przyjaé rozne warianty obcigzen.
Przyktadowe dane:
A=A,=A,=A,=A,=0.01m?
l,=1,=1.0m
l,=1,=0.5m
P,=4 kN, P,=1kN P,
E =2-10" Pa (stal)

B
SR

Rys. 10. Kratownica — schemat statyczny

Zadanie 4

Dla ramy podpartej i obciazonej jak Rys. 11 wyznaczy¢ potozenie osi ugigtej oraz rozktad
naprezen. Wyznaczy¢ analitycznie przemieszczenia konca swobodnego D ramy dla wskaza-
nego wariantu obcigzenia i porowna¢ z wynikami otrzymanymi numerycznie. Do obliczen
przyjac rézne warianty obcigzenia.

Przyktadowe dane:
lL,=1,=1.0m, ,=0.5m
l,=1,=1,=42.19-10°m*
W, =W,=W,=5.63-10*m3
P,=8kN, P,=4kN

Ml
1 2
M, =5kNm, M,= 3 KNm P,
E =2-10 Pa (stal) P, ¢ C
N

y E"

A

o

H O™

v A
W

Rys. 11. Rama — schemat statyczny




