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CEL CWICZENIA

+ Zapoznanie si¢ z podstawami metody elementow skonczonych w aspekcie jej zastosowania
do rozwigzywania uktadow dwuwymiarowych.

+ Wykonanie obliczen dla wybranych uktadéw z wykorzystaniem oprogramowania wskaza-
nego przez prowadzacego.

WPROWADZENIE

Metoda elementow skonczonych (MES) jest jedng z najczgs$ciej stosowanych przyblizonych
metod rozwigzywania zagadnien brzegowych. Zagadnienie brzegowe to zadanie opisane row-
naniem lub (czgsciej) ukladem roéwnan rézniczkowych, zwykle o pochodnych czastko-
wych, z warunkami jednoznacznosci. Do warunkow jednoznacznosci zalicza si¢: warunki geo-
metryczne, fizyczne i brzegowe; w przypadku zagadnien zmiennych w czasie (mowimy wow-
czas o zagadnieniu brzegowo-poczgtkowym) dodatkowo sg to warunki poczgtkowe.

Dla wielu realnych problemow fizycznych znalezienie rozwigzania problemu brzegowego
w postaci analitycznej jest trudne lub wrgcz niemozliwe do osiggnigcia, dlatego poszukuje si¢
metod przyblizonych, jak MES.

MES, poza rozpatrywanymi w niniejszej instrukcji zagadnieniami mechaniki, mozna stoso-
wac¢ do rozwiagzywania réznorodnych problemow, takich jak np. przeptyw ciepta, mechanika
ptynow, zagadnienia elektryczne, elektromagnetyczne czy akustyczne. Jesli rownoczesnie roz-
patrywane jest wiecej niz jedno zjawisko fizyczne (wyznaczane wielkosci fizyczne oddziatuja
na siebie w taki sposob, ze obliczenie jednej z nich jest niemozliwe bez wyznaczenia drugiej),
mowi si¢ o tzw. polach sprzezonych; przyktadami moga by¢ sprzgzenia termomechaniczne,
elektro-termo-mechaniczne czy piezoelektryczne.

Istota metody sprowadza si¢ do podziatu (dyskretyzacji) analizowanego osrodka ciaglego
na pewng liczbg¢ podobszardw, tzw. elementow skoriczonych oraz aproksymacji wielkosci opi-
sujacej stan uktadu (np. przemieszczen) w obszarze tych elementéw. W efekcie uktad rownan
rozniczkowych przyjmuje posta¢ uktadu rownan algebraicznych. Przyktad dyskretyzacji frag-
mentu os$rodka ciggtego przedstawiono na Rys. 1.

—
dy
Ciagly: Dyskretny:
* punktow: o * punktoéw: 8
* stopni swobody w punkcie: 2 * stopni swobody w wezle: 2
* rOwnan: o * rownan: 16

Rys. 1. Idea dyskretyzacji na przyktadzie obszaru 2D

Element skonczony to prosta, plaska lub przestrzenna figura geometryczna, dla ktorej okre-
slone zostaly wyrdznione punkty zwane weziami. W zalezno$ci od potrzeb moze element skon-
czony przyjmowacé rozne ksztatty i posiada¢ rozng liczbe weztow (Rys. 2). W przypadku za-
gadnien 1D elementy majg posta¢ odcinkow. Dwuwymiarowe elementy skonczone przyjmuja
zazwyczaj ksztalt trojkatéw badz czworokatow. Elementy 3D (brylowe) moga mie¢ roézne
ksztalty; do najczesciej stosowanych nalezg czworo$ciany 1 szescio$ciany.
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Rys. 2. Przykladowe elementy skonczone 1D, 2D, i 3D

Elementy skonczone moga si¢ taczy¢ wylacznie w weztach, z czego wynika, ze wezty moga
naleze¢ do jednego lub wigkszej liczby elementow skonczonych. W metodzie elementow skon-
czonych obliczenia prowadzone s3 tylko dla wegztéw — w przypadku sprezystosci otrzymuje si¢
wartosci sktadowych przemieszczen. Nastepnie przemieszczenia sg interpolowane w analizo-
wanym obszarze z wykorzystaniem funkcji ksztattu.

Funkcje ksztattu N?, gdzie e oznacza numer elementu a i numer wezta w elemencie, to

funkcje interpolacyjne jednoznacznie okreslajace rozktad analizowanej wielkosci fizycznej we-
wnatrz elementow skonczonych, zalezne od wartosci tych wielkosci fizycznych w weztach. Sa
one zawsze tak zbudowane, aby w wezlach ktorych dotycza ich wartos¢ wynosita 1 a w pozo-
statych weztach przyjmowaty wartos¢ 0 (Rys. 3). Od stopnia funkcji ksztattu moze pochodzi¢
okreslenie elementu skonczonego, np. element liniowy, element kwadratowy itd.

Rys. 3. Funkcje ksztaltu wykorzystywane w trojweztowym elemencie trojkatnym

Stopnie swobody (ang. degrees of freedom — DOFs) to minimalna liczba niezaleznych zmien-
nych opisujacych jednoznacznie stan (modelu) uktadu fizycznego. W mechanice jest to liczba
niezaleznych ruchéw, jakie cialo jest w stanie zrealizowa¢ w przestrzeni. W przypadku MES
liczba stopni swobody pojedynczego elementu skonczonego jest rdwna liczbie stopni swobody
w pojedynczym wezle pomnozona przez liczbe weztdéw w elemencie.

Liczba stopni swobody w wezle zalezy od rodzaju elementu skonczonego i jego wymiaro-
wosci. | tak np. w przestrzeni 3D element pretowy ma 6 stopni swobody (po trzy sktadowe
przemieszczenia liniowego w kazdym z 2 weztdw), dwuweztowy element belkowy 12 (po trzy
sktadowe przemieszczenia liniowego 1 trzy obroty w kazdym z 2 weztow) a czworoscienny,
czteroweztowy element brytowy rowniez 12 (po trzy sktadowe przemieszczenia liniowego
w kazdym z 4 weziow).

Tematyka niniejszego laboratorium jest zwigzana ze statycznymi zagadnieniami dwuwy-
miarowymi (ptaskimi). Podstawy teoretyczne metody elementéw skonczonych dla zagadnien
ptaskich przedstawiono w literaturze zamieszczonej na koncu instrukcji [1-7]. W przypadku
niniejszej instrukcji skupiono si¢ na przedstawieniu sposobu wyznaczania macierzy sztywnosci
trojweztowego elementu trojkatnego.
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DWUWYMIAROWE ZAGADNIENIA SPREZYSTOSCI

Dwuwymiarowe zagadnienia teorii sprezystosci zwigzane moga by¢ z plaskim stanem na-
prezenia WUb plaskim stanem odksztalcenia. Plaski stan napr¢zenia wyst¢puje w cienkich tar-
czach obcigzonych sitami lezacymi w ptaszczyznie srodkowej. Plaski stan odksztatcenia wy-
stepuje w ciatach o duzej grubosci obcigzonych sitami rownomiernie roztozonymi wzdtuz po-
wierzchni. Na rys. 4 w pogladowy sposob przedstawiono w przypadki, w ktorych przyjmuje si¢
upraszczajace zatozenie ptaskiego stanu naprezenia lub odksztatcenia. W obydwu przedstawio-
nych przypadkach obszarem analizy jest przekroj w ptaszczyznie Xy, natomiast opis sktado-
wych stanu napr¢zenia i odksztatcenia zalezy od grubosci uktadu. W plaskim stanie naprezenia
tensor stanu naprezenia okreslany jest nastepujaco:

o, o, 0
6=|o0, 0, 0| 1)

0 0 O

Oznacza to, ze sktadowe o,; = 0,, = 0, =0. W plaskim stanie odksztatcenia tensor stanu od-

ksztalcenia ma postac:

&y &y 0
e=|&y &, 0] @)
0O 0 O

W tym przypadku &, = ¢,, = &,; =0. Warto zwroci¢ uwage, ze tensory naprezenia i odksztat-

cenia sg symetryczne. Elementy macierzy sprezystosci zaleza od tego, czy rozpatrywany jest
ptaski stan naprezenia czy odksztalcenia [7].

Zwiazek migdzy naprezeniami oraz odksztatceniami okresla uogdlnione prawo Hooke’a:

6 =Ds 3)

gdzie D to macierz sprezystosci. Dla ptaskiego stanu naprezenia macierz sprezystosci wyraza
si¢ jako:

£ 1 v O
-v
0 0 1-v
L 2 |
natomiast dla ptaskiego stanu odksztatcenia mozna jg zapisac jako:
c 1-v v 0
@+v)Q-2v) 1
0 0 =-v
L 2

gdzie E to modut Younga, a v to liczba Poissona. Warto przypomnie¢, ze nie mozna utozsamiac
ptaskiego stanu naprezenia z ptaskim stanem odksztatcenia, poniewaz temu ostatniemu towa-
IZysz3 naprezenia o, .
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Rys. 4. Zagadnienia ptaskie zwigzane z analizg przekroju w ptaszczyznie Xy uktadu: a) ptaski
stan naprezenia; b) plaski stan odksztalcenia [7]

Réwnania réwnowagi dla zagadnienia dwuwymiarowego teorii sprezysto$ci majg postac:

0oy, N 0o, X 20

> )
00, 00,
—=+—==4+Y =0

OX oy

gdzie:
X1Y — sktadowe sit objgtosciowych.

Zaleznosci migdzy odksztatceniami ¢; i przemieszczeniami U, mozna przedstawi¢ nastgpu-
jaco:
ou ou ou, ou
En=— Ep=—_1, &,=&n=| -t (8)
OX oy oX oy

Wstawiajac (3) i (8) do (7) otrzymuje si¢ rownania rownowagi wyrazone w przemieszcze-
niach (réwnania Naviera-Lamego):
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2 2 2 2
D, aul+D12—a % +D33(—8 ul+8u2]+x =0

Yo 2 axoy oy’ oxoy o
2 2 2 2
D[ o O |, p W, p O y_g
oxoy  oX OXoy oy

Roéwnania (9) nalezy jeszcze uzupetni¢ warunkami brzegowymi, ktoére w przypadku ogol-
nym majg posta¢ warunkéw brzegowych mieszanych:

- dla przemieszczen:
u=u0, u=04, nal, (10)
- dla sil powierzchniowych:
(11)
gdzie:
r,our,=rI;

rL,nl,=0;
n, — sktadowe wektora normalnego i do brzegu I (Rys. 5).

y

y

Rys. 5. Zagadnienie dwuwymiarowe: obszar €, brzeg I', wektor normalny do brzegu 1

Warunki brzegowe dla sil powierzchniowych mozna wyrazi¢ przez przemieszczenia, jesli w
réwnaniu (11) uwzglednimy zaleznosci (3) i (8). Otrzymujemy wowczas:

P, = D11%+D12% I’]1+D33 %"'% n,
OX oy oy oX

p2:D33 %"'% n + D12%+D22% n,
oy  oX OX oy

Uktad rownan (9) wraz z warunkami brzegowymi (10) i (11) tworzy tzw. zagadnienie brze-
gowe teorii sprezystosci. Przyblizone rozwigzanie zagadnienia brzegowego teorii sprgzystosci
otrzyma¢ mozna przy uzyciu metody elementow skonczonych. W tym celu ptaski obszar dzieli
si¢ na elementy skonczone, najcze$ciej w postaci trojkatow lub czworokatéw. Przyktadowy
sposob podziatu obszaru dwuwymiarowego przedstawiono na rys. 6.

(12)
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a) b)
Rys. 6. Przyktadowy podziat obszaru na elementy skonczone: a) trojkatne; b) czworokatne

ELEMENTY TROJKATNE

W ramach niniejszej instrukcji uwaga zostata skupiona na trojkatnym elemencie skonczo-
nym o trzech weztach. Narys. 7 przedstawiono jeden element skonczony o weztach 1,2,3 z za-
znaczonymi przemieszczeniami odpowiadajacymi tym weztom, rozktadajac je na sktadowe 0

kierunku réwnolegtym do osi X (u;, u;, u; ) oraz sktadowe 0 kierunku réwnolegtym do osi y(

vV, V5, V;). Kazdy z wezlow posiada zatem dwa stopnie swobody. Dodatkowo zaznaczono sity
weztowe P°, S/, P, S5, Py, S; .

A
y

Vi

Rys. 7. Trojweztowy trdjkatny element skonczony

Zwiazki pomigdzy sitami i przemieszczeniami mozna wyrazi¢ za pomocg rdwnania macie-
rzowego [5]:

Keu® = Q° (13)
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gdzie:
T
v,. U vj] (14)

e e e e e e e T
Q =[P1 S5 RS Ry Ss:' (15)

natomiast K® to macierz sztywnosci elementu skonczonego.

W MES poszukiwane pola przemieszczen wewnatrz elementu skonczonego opisuje si¢ za
pomocg z gory zatozonych funkcji aproksymujgcych [6]. Nalezy zatem poczyni¢ zatozenie,
w jaki sposOb przemieszczenie wewnatrz elementu bedzie zalezalo od przemieszczen w we-
ztach. W ramach typu elementu skonczonego rozpatrywanego w niniejszej instrukcji zaktada
si¢, ze funkcje przemieszczen w obrebie elementu u® = fy (X,y), v¢ = fv (x,y) sa funkcjami linio-
wymi:

e _ e e e
u =a +a2X1+a3y1

(16)
Ve =a, +acx gy,
W takim wypadku przemieszczenia wgztdéw mozna okres§lic w nastepujacy sposob:
Uj = oy +ay% + a5,
U’ =a; +a, %X, +asYy, (17)
U = + a5 X+ Yy
Vi =0t asX +agy,
Vy =g +ogX, +agy, (18)
V; =, o X, + g Y,
Po rozwigzaniu uktadu rownan (17) mozna zapisac:
e _ 1 e e e
a; = ﬁ[ul (XZY3 = XY, ) +U, (X3yl - X1y3)+ U, (X1Y2 - XzYl):I
e _ 1 e e e 19
az_ZAe[ul (yz_Y3)+u2 (Y3_Y1)+u3 (yl_YZ):I (19)

e 1 @ e e
as :W[ul (% =%, ) +U,7 (% =%, ) +Us" (X, =%, ) |

gdzie A® oznacza pole powierzchni elementu trojkatnego. Analogiczne rozwigzanie jest 0sig-
gane przez rozwigzanie uktadu réwnan (18) [5]. Podstawiajgc wyznaczone wspotczynniki

o —a; do rownania (16) otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenia:
e __ e, e €, e e e
u® = N;u; + N,u, + Nju, (20)
e €,,6 €,,e €, ,6
Vo =NV, 4+ N,v, + NV,

gdzie:
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e

: [(Xzys_X3Y2)+(yz_Y3)X+(X3_X2)Y:|

e 1
2 :ﬁ[(xayl_)ﬁys)"'(ya_Y1)X+(X1_X3)y:| (21)
e 1

NS = [00Ye =% y) + (=¥ ) X+ O =) ¥ ]

to funkcje ksztattu.
Zaleznos$¢ pomiedzy przemieszczeniami w obrebie elementu a przemieszczeniami w we-
ztach mozna zapisa¢ w formie macierzowe;j:

1
I

(22)

< C < C

Wo MNo Mo Po P o

wl [NS 0 NP O NE OO
V| l0o NO NP OO NS

[

@

=

Zwigzek migdzy odksztalceniami 1 przemieszczeniami jest wyrazony w nastepujacy spo-
sob (patrz rownanie (8)) :

o § | Ny g N ND ulz
&, OX e OX e OX e OX e vle
e =l 0 a {ue}: o N g aNp AN ui 23)
" oy |Lv oy oy o ||V

8 0 ONS GNP ON: ONE NS ONS || uj

L Oy OX] oy o&x oy ox oy ox |vp

Warto zwrdci¢ uwagg, ze ze wzgledu na liniowos$¢ funkcji ksztattu ich pochodne maja stale
wartosci. W konsekwencji analizowany typ elementu prowadzi do uzyskania statej wartosci
odksztatcen w obrebie elementu.

Oznaczajac macierz pochodnych funkcji ksztattu jako B mozna zapisa¢ réwnanie okresla-
jace zwigzek pomiedzy odksztalceniami i przemieszczeniami jako:

=B’ (24)
Energie sprezysta wlasciwg wyrazi¢ mozna jako:
o=leg (25)
2
Zatem energie¢ sprezysta dla elementu dwuwymiarowego o grubosci h mozna zapisaé jako:

V= % £ j &' sh°dxdy (26)

Po podstawieniu zaleznosci (3) i (24) otrzymuje sig:

vl j j u" B DB°u°h°dxdy (27)
24!
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lub

vty ( j j BeTDBehedxdy]ue (28)
2 (%

Energia spr¢zysta moze by¢ rowniez wyznaczona jako suma prac sit weztowych:
1
V= > Q°'u® (29)

Po podstawieniu zaleznosci (1) oraz uwzglednieniu, ze macierz K® jest symetryczna, otrzy-
muje si¢ nastepujgce wyrazenie:

Y, :%UETKEUE (30)

Porownujac energie¢ wyznaczong z zastosowaniem wzorow (28) i (30) otrzymywany jest
WwzOr na macierz sztywnosci elementu:

K* = [[ B™*DBh°dxdy (31)
K

Ze wzgledu na statos¢ wielkosci podcatkowych w przypadku analizowanego typu elementu
skonczonego macierz sztywnosci mozna zapisac jako:

K® =h®A°B*' DB* (32)

Nalezy pamigta¢, ze w ogdlnym przypadku wielkosci podcatkowe sa zalezne od X oraz y

I w zwigzku z tym w celu wyznaczenia macierzy sztywnosci trzeba zastosowac catkowanie
numeryczne (jest to konieczne np. w przypadku elementu czworokatnego) [7]. Warto tez zwro-

ci¢ uwagg, ze do rozwigzywania problemow w zakresie liniowej statyki zalecane jest stosowa-
nie elementow o kwadratowych funkcjach ksztattu.

Znajac macierze sztywnosci wszystkich elementow skonczonych dyskretyzujacych analizo-
wany obszar, tworzy si¢ globalng macierz sztywnosci K catego uktadu. Procedura ta nazywana
agregacja jest omowiona na przyktadzie elementu pretowego w instrukcji dotyczacej tematu
,,Zastosowanie metody elementow skonczonych do rozwigzywania uktadow pretowych” [8].
Dodatkowo nalezy ustali¢ sposob podparcia uktadu odbierajac odpowiednie stopnie swobody
(zaktadajac przemieszczenia rowne zeru dla wybranych stopni swobody). Mozna to zrealizo-
waé np. z zastosowaniem metody kary rowniez opisanej w instrukcji [8].

Model dyskretny MES wymaga zastapienia wszystkich obcigzen roztozonych (powierzch-
niowych, objetosciowych) przez rownowazne sity weztowe. W rezultacie otrzymywany jest
globalny wektor sit weztowych Q, ktérego wymiar odpowiada liczbie stopni swobody uktadu.

Podstawowe rownanie MES dla catego uktadu przyjmuje postac:

Ku=0Q (33)

Z podstawowego rownania MES wyznacza si¢ macierz niewiadomych, jaka jest wektor
przemieszczen weztowych u. W tym celu stosuje si¢ jedng z numerycznych metod rozwiazy-
wania uktadow rownan. Po wyznaczeniu U, W nastgpnych etapach wyliczane sg odksztalcenia
I naprgzenia (rownania (3) i (24)).
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OPROGRAMOWANIE MES

W celu rozwigzania konkretnego zadania brzegowego z wykorzystaniem oprogramowania
MES nalezy stworzy¢ model rozpatrywanego uktadu sktadajacy sie z elementdéw skonczonych.
W rzeczywistym uktadzie mechanicznym wyodrebnia si¢ czesci sktadowe, ktore modeluje si¢
jako elementy jednowymiarowe (pretowe, belkowe), elementy dwuwymiarowe (plytowe, tar-
czowe, powlokowe, 0siowosymetryczne) czy trojwymiarowe (brytowe). W niniejszej instrukcji
ograniczono si¢ do elementéw dwuwymiarowych (2D).

Wigkszos$¢ dostepnych programoéw MES umozliwia zarowno tworzenie geometrii rozpatry-
wanego uktadu. jak i jej import z plikow CAD. Model geometryczny jest pomocny w tworzeniu
siatki elementow skonczonych oraz moze utatwia¢ zadawanie obcigzen i warunkow brzego-

wych.

Proces rozwigzywania zadania mechaniki z zastosowaniem oprogramowania MES moze
wygladac jak ponizej. Zauwaz, ze kolejnos¢ dziatan jest tu nieco inna niz podana w poprzednim
rozdziale — czgsto stosowanym we wspotczesnych programach MES udogodnieniem jest moz-
liwos¢ zadawania obcigzen i warunkéw brzegowych na geometrii. W tym przypadku oprogra-
mowanie zadba o to, by odpowiednio przenies$¢ je na siatke elementow skonczonych.

Kolejne etapy to:
1. Utworzenie lub import geometrii konstrukcji.

2. Zdefiniowanie wlasnos$ci poszczegolnych sktadowych konstrukcji: materiatu, wymaganych
wlasnosci geometrii (jak np. grubos¢ tarczy w zadaniach 2D).

3. Zadanie obciazen i warunkow brzegowych.

4. Stworzenie siatki MES.

5. Przeprowadzenie analizy — uruchamiany jest odpowiedni modut obliczeniowy.
6. Prezentacja wynikow (mapy barwne, wartosci w weztach i inne).

PRZEBIEG CWICZENIA

Dla wybranych uktadéw ptaskich nalezy przeprowadzi¢ obliczenia (wyznaczenie prze-
mieszczen, naprgzen i reakcji podporowych) przy uzyciu programu metody elementow skon-
czonych wskazanego przez prowadzacego.

OPRACOWANIE WYNIKOW | WYTYCZNE DO SPRAWOZDANIA

Obliczenia nalezy przeprowadzi¢ korzystajac z pakietu programoéw do metody elementow
skonczonych wskazanego przez prowadzacego ¢wiczenia.

Sprawozdanie powinno zawieraé:

I. Cel ¢wiczenia.
I1. Opis rozwigzywanego zagadnienia i modelu numerycznego (z rysunkami).

I1l. Wyniki obliczen MES zgodnie z zaleceniami prowadzacego (w tym stosowne zrzuty
ekranow).

IV. Analize wynikéw 1 wnioski.
Prowadzacy moze zmieni¢ wymagania dotyczace sprawozdania.
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PRZYKLADOWE PYTANIA KONTROLNE

1. Do czego stuzy metoda elementow skonczonych?

2. Co to jest macierz sztywnosci i w jakim wzorze wystepuje?

3. Co to sg funkcje ksztattu?

4. Co to sg elementy skonczone i jakie wielko$ci je opisuja?

5. Jakich zasad nalezy przestrzega¢ w przypadku rozwigzywania zagadnienia metoda elemen-
tow skonczonych?

6. Podaj prawo Hooke’a dla ptaskiego stanu odksztatcenia (lub ptaskiego stanu naprezenia).
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DODATEK — PRZYKLADOWE ZADANIE

Rozpatrywana jest prostokatna tarcza, utwierdzona na jednym boku, z potkolistym wycie-
ciem na boku przeciwlegltym (Rys. 8). Zatozono, ze tarcza znajduje si¢ w ptaskim stanie napre-
zenia.

Tarcza jest obcigzona sitami Py, P2 i Pz dziatajagcymi w ptaszczyznie tarczy. Dane dotyczace
geometrii, obcigzenia i materialu zaleca si¢ przyjaé nastgpujaco:
a=05m g=5mm E =2-10° MPa
b=0.15m P, =1kN v=03
c=0.15m P, =5kN O 4op =150 MPa
d=01m P,=2 kN

Nalezy wyznaczy¢ rozklad przemieszczen oraz naprezen redukowanych uktadu w postaci
barwnych map. Nastepnie zmieniajac grubos¢ elementow nalezy dobra¢ wymiary tarczy, dla
ktorych maksymalne napr¢zenia beda bliskie, ale nieprzekraczajace wartosci naprgzen dopusz-

czalnych odop.
AP 1
P>
>

.
< a Ps 1103
\ 4

Rys. 8. Tarcza z wycigciem



