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1. CEL CWICZENIA

+ Zapoznanie si¢ z podstawami teorii ptyt cienkich.

+ Zaponanie si¢ z rozwigzaniem analitycznym przemieszczen, odksztatcen i naprezen plyty
kolowej obcigzonej symetrycznie.

+ Doswiadczalne wyznaczenie przemieszczen i naprezen plyty.

2. WPROWADZENIE

Plyte mozna zdefiniowac jako plaski element konstrukeyjny, ktorego dwa wymiary domi-
nuja nad trzecim 1 ktory jest obcigzony sitami prostopadtymi do plaszczyzny Srodkowe;.
Rozktad naprezen w plycie nie jest rOwnomierny, za$ uktad sit wewnetrznych w przekroju
poprzecznym ptyty sktada si¢ z sit poprzecznych i par sit wywolujacych zginanie lub skreca-
nie. Ze wzgledu na ksztalt konturu plyty w jej ptaszczyznie srodkowej pltyty mozna podzieli¢
na kolowe, prostokatne, trdjkatne 1 inne.

W analizie plyt przyjmuje si¢ nastepujace zatozenia upraszczajace:

e Punkty potozone przed odksztalceniem na normalnej do powierzchni srodkowe;j
ptyty, po odksztalceniu rowniez si¢ na niej znajduja (hipoteza Kirchhoffa).
Hipoteza ta jest analogiczna do hipotezy ptaskich przekrojow w przypadku teorii
zginania pretow.

e W przypadku matych ugie¢ ptyty w poréwnaniu z jej gruboscig, odksztatcenia
liniowe 1 katowe wystepujace w jej powierzchni srodkowej sg pomijalne. Jest to
jednoznaczne z pomini¢ciem napr¢zen normalnych i stycznych w tej powierzchni.

e Naprezenia normalne w przekrojach réwnolegltych do ptaszczyzny srodkowej sa
pomijalne w poréwnaniu z naprezeniami normalnymi w przekrojach poprzecznych.
Inaczej] mowiae, poszczegdlne warstwy plyty nie wywierajg na siebie naciskow
normalnych.
e Plyta jest wykonana z materiatu liniowosprezystego.
Ptyty kolowe o stalej grubosci obcigzone symetrycznie, be¢dgce przedmiotem
niniejszego ¢wiczenia, stanowig wazna grupe elementow czesto spotykanych w konstrukcjach
maszyn. Nalezg do nich pokrywy i dna zbiornikow.

3. PODSTAWY TEORETYCZNE
3.1 Podstawowe zaleinosci teorii plyt kotlowych osiowosymetrycznych

W przypadku plyt kotowych obcigzonych osiowosymetrycznie obcigzenie zewnetrzne g,
przemieszczenia w i sity wewnetrzne sg funkcjami jednej zmiennej — promienia r — okre$laja-
cego jednoznacznie polozenie danego punktu na ptaszczyznie srodkowej plyty. Zaktada sig,
ze grubos¢ plyty jest stata i wynosi h (rys. 1a).

Ksztalt ptaszczyzny §rodkowej plyty po odksztatceniu opisany jest funkcja w(r). W wal-
cowym uktadzie wspotrzednych (r, ¢, z) migdzy ugieciem W(r) a katem ugigcia (r) (rys. 1b)
zachodzi relacja:

dw
9=—_"" 1
dr (1)
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a)
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Rys. 1. Schemat ptyty: a) ptyta w walcowym uktadzie wspotrzednych,
b) powierzchnia ugigcia plyty

Na infinitezymalny element ptyty dziataja nastepujace sity wewngetrzne (rys. 2):

e obwodowy moment gnacy o natezeniu M, (w przekroju ptyty przechodzacym przez
jej 09),

e promieniowy moment gnacy o nat¢zeniu M, (w przekroju prostopadlym do pro-
mienia),

e sila poprzeczna o natezeniu T (w przekroju prostopadtym do promienia; sita ta
dziata w kierunku rownolegtym do osi z).

Wymienione sity wewnetrze odnosza si¢ do jednostki dlugosci linii $rodkowej rozpatry-
wanego przekroju ptyty. Jednostka nat¢zenia momentdéw jest [N], natomiast jednostka nateze-
nia sity poprzecznej jest [N/m]. Jednostka obcigzenia zewngtrznego ¢ jest [N/ m?].

Jesli pominie si¢ dzialanie sity T mozna stwierdzi¢, ze w warstwie o grubos$ci dz, odleglej
od plaszczyzny Srodkowej o z, panuje plaski osiowosymetryczny stan napr¢zenia okreslony
napr¢zeniami gldownymi promieniowymi oy oraz obwodowymi ot. Naprezenia te (oraz odpo-
wiadajace im odksztalcenia & i &) sa funkcjami zmiennych r i z. Aby wyrazi¢ wymienione
odksztatcenia za pomocg kata ugiecia & nalezy rozpatrzy¢ dwie linie normalne do ptaszczy-
zny srodkowej ptyty odlegte od osi ptyty o r i (r +dr), pokazane na rys. 3. W wyniku od-
ksztalcenia ptyty punkty A 1 B odlegle od plaszczyzny srodkowej o z = CA = FB przemiescily

si¢ w potozenie odpowiednio A’ i B’. Przemieszczenia te spowodowaty nastepujace odksztal-
cenia:

_BB-AA' ($+d9)z-9z _dg,

Er —_—
AB dr dr

, )

2r— r+9z)-r
g = THAAYr 2zr _(r+92)-r_ 9, @)
2rr r r
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Plaszczyzna
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Rys. 2. Infinitezymalny wycinek ptyty

9( 3+d 9
c \F o
AlA  B\B' -
r . dr
YZ

Rys. 3. llustracja wyznaczania odksztalcen w punkcie plyty

Korzystajac z powyzszych zalezno$ci oraz uogélnionego prawa Hooke’a okresla sig
zwigzki pomiedzy napr¢zeniami a katem .

E Ez (d9 8
O-r:1—1/2(gr+vgt):1—V2(F+V?J’ (4)

E Ez (¢ d&
at:1_V2(gt+vg,):l_V2£?+ij. (5)



BADANIA PtYTY KOLOWEJ OSIOWOSYMETRYCZNE)J 5

W powyzszych réwnaniach E oznacza modut Younga materialu, natomiast v - liczbg
Poissona.

Aby wycinek plyty pozostawal w rownowadze musza by¢ spelnione nastgpujace
zaleznosci pomiedzy momentami gnacymi a sktadowymi naprezen:

h/2 h/2
Mrrdgo:rdgoj o,zdz, Mtdrzdrj o,zdz. (6)

-h/2 —h/2

Wstawiajac powyzsze rownania do zalezno$ci (4) 1 (5) oraz obliczajac odpowiednie catki
momenty gngce mozna wyrazi¢ funkcjami kata ugigcia:

Mr:D(d—gﬂ/gj, (7)

dr r

Mt:D(ﬁﬂzd—gj. (8)
r dr

W powyzszych réwnaniach D oznacza sztywnos$¢ ptyty:

Eh®

D:m. 9)

Zmiana wspotrzednej r o wartos¢ dr powoduje przyrost sity poprzecznej i momentu gna-
cego promieniowego odpowiednio o dT i dM; (rys. 3). Dla wyodrebnionego fragmentu ptyty
mozna zapisa¢ nastepujace warunki rownowagi:

e suma rzutow wszystkich sit na o$ z jest rowna zeru:

d(Tr)
dr

(T+dT)(r+dr)de-Trdp—qrdedr=0 < qr= : (10)

e suma momentéw wszystkich sit wzgledem osi lezacej w plaszczyznie Srodkowej,
stycznej do okregu o promieniu I jest rOwna zeru:

(M,+dMr)(r+dr)dg0—Mrrd(o—qdrd(od—2r 1)

—M,dedr+(T+dT)(r+dr)dedr=0.

W réwnaniu (11) uwzgledniono, ze dla malego kata jego sinus jest rOwny w przyblizeniu
temu katowi, tzn.

2Mtsind7¢drz2Mtd7(pdr:Mtd¢)dr. (12)
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W wyniku uporzagdkowania powyzszego rownania oraz odrzucenia matych wyzszego rze-
du otrzymuje sig:

d
Mt—a(Mrr):Tr. (13)

Korzystajac z powyzszego réwnania oraz rownan (7) 1 (8) mozna uzyska¢ rownanie roz-
niczkowe katow ugiecia w ptycie kotowe;j:

d {11(&)}:_%. (14)

F Fdr

W  wyniku dwukrotnego scatkowania réwnania (14) 1 uwzglednienia warunkoéw
brzegowych otrzymuje si¢ kat ugigcia & Nastgpnie korzystajac z réwnania (1) oraz
uwzgledniajac warunki brzegowe otrzymuje si¢ rownanie powierzchni ugietej w(r).

Znajac kat 9 mozna wyznaczy¢ momenty M, I M; za pomocg rownan (7) i (8). Dodatkowo
korzystajac z rownan (4) 1 (5) mozna wyznaczy¢ naprgzenia normalne:

_12Mm,

12M,
r h3 . z

h3

o, z, o, (15)

Najwigksze naprezenia co do bezwzglednej wartosci wystepuja w warstwach skrajnych ptyty,
tzn.dla z=xh/2 i wynosza:

=P ==t (16)

Wystepujace we wzorach (15) i (16) czynniki h%/12 oraz h%6 sa réwne odpowiednio
momentowi bezwtadnos$ci przekroju wzglgdem osi obojetnej i wskaznikowi wytrzymatosci na
zginanie belki o przekroju prostokatnym o dtugosci podstawy rownej 1 i wysoko$ci rownej h.

Sita poprzeczna o natezeniu T wywotuje w przekrojach walcowych ptyty naprezenia
styczne 1z, ktorych rozktad jest taki sam jak w poprzecznym przekroju belki prostokatnej
(paraboliczny w kierunku grubosci ptyty). Najwigksze naprezenia styczne wystepuja
W miejscu przecigcia przekroju z powierzchnig srodkowa plyty (tzn. dla z = 0) i wynosza

== (17)

Przyklad wyprowadzenia rozwigzania dla plyty sztywno utwierdzonej zostanie opisany
w kolejnym podrozdziale.
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3.2 Rozwigzanie dla plyty obcigionej rownomienie i Sztywno utwierdzonej na brzegu

Rozpatrywana jest ptyta kotowa o grubosci h i promieniu zewngtrznym a, poddana
réwnomiernie roztozonemu obcigzeniu o nat¢zeniu ( (rys. 4). Plyta jest sztywno utwierdzona
na brzegu.

7, A q ¥
VAT i
,QT wy r %
a
RN W A
M_{]t il ) M
(= ),

Rys. 4. Ptyta obcigzona rownomiernie i Sztywno utwierdzona na brzegu

W przekroju walcowym o promieniu r nat¢zenie T sily poprzecznej wyznacza si¢
z warunku rownowagi krazka o promienu r:

T2zr=qrr’ =T :%. (18)

W wyniku podstawienia T do rownania (14) otrzymuje sie:

d(1ld __ar
il )= 55 4

Po dwukrotnym scatkowaniu otrzymuje si¢ kat ugigcia:

gz_q_r"* r

&
16D ‘2 r’

(20)

W érodku ptyty, dla r =0, kat ugiecia 9= 0. Wynika z tego, ze C,=0. Dla r =a (na brzegu
phyty) kat réwniez jest rowny 0. Wynika stad, ze Cy = qa’/(8D). Wyrazenie na kat ugiecia
przyjmuje zatem postac:

qr 2 2
G=——(a"-r°). 21
16D ( ) (21)
Podstawiajac powyzsze réwnanie do zaleznosci (1) i catkujac otrzymuje sie:
4 2.2
w=—3 | a0 e (22)
16D\ 4 2

Stata C; otrzymuje si¢ z warunku w = 0 dla r = a. Stata ta wynosi C3 = ga*/(64D).
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Wyrazenie na ugigcie ptyty przyjmuje ostatecznie postac:

Wzﬁ(az—rz)z. (23)

Podstawiajac zaleznos$¢ (21) do wzordow (7), (8) oraz rézniczkujac otrzymuje si¢ wyrazenia na
momenty zginajace:

M, =%[(l+v)a2—(3+v)r2], (24)
M, =%[(1+V)a2 ~(1+3)r2] (25)

Zalezno$ci (16), (24) i (25) pozwalajg na wyznaczenie przemieszczen i naprezen normalnych
w dowolnym punkcie ptyty.

4. STANOWISKO POMIAROWE

Do wykonania pomiaré6w wykorzystywane jest stanowisko GUNT FL 120. Stanowisko
sktada si¢ komory wypelnionej olejem zamknietej od gory ptyta kotowa. W komorze panuje
ci$nienic rownowazne sile roztozonej rownomiernie na powierzchni ptyty q. W wyniku
dziatania sity plyta odksztatca si¢. Stanowisko pozwala na pomiar ugiecia ptyty za pomoca
czujnika zegarowego, oraz naprezen promieniowych i obwodowych w wybranych punktach
ptyty za pomoca czujnikow tensometrycznych [3]. Elementy sktadowe stanowiska zostaty
pokazane na rys. 5 i opisane w tabeli 1.

Rys. 5. Schemat stanowiska pomiarowego
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Tabela 1. Opis elementow sktadowych stanowiska pokazanego na rysunku 5

Nr Opis Nr Opis
1 Podstawa 7 Komora
2 Pompa hydrauliczna 8 Ptyta kotowa
3 Manometr 9 Czujnik tensometryczny
4 Czujnik zegarowy 10 Ostona ochronna
5 Trawersa z podziatka 11 Gniazdo polaczeniowe
6 Pier$cien mocowania plyty 12 Pokretlo zaworu
13 DZwignia pompy

Wymagang warto$¢ cisnienia oleju ustala si¢ przez zamkniecie zaworu 12 oraz wywota-
nie nacisku na dzwigni¢ pompy 13. Warto$¢ cisnienia wskazywana przez manometr jest
wyrazona w barach (1 bar = 10° Pa).

UWAGA:
1. Niedopuszczalne jest przekroczenie wartosci cisnienia 0,6 bar. Spowoduje to
trwale odksztalcenie plyty i nieprawidlowe dzialanie stanowiska!
2. Przed wykonaniem pomiaréw oraz po ich wykonaniu nalezy dopilnowa¢ aby po-
kretlo zaworu bylo odkrecone (zawér otwarty) a manometr wskazywal brak ci-
$nienia oleju.

Do pomiaru ugiecia plyty stuzy trawersa z uchwytem, w ktorym zamocowany jest czuj-
nik zegarowy. Uchwyt czujnika mozna przesuwac¢ wzdhuz trawersy ustalajac odleglos¢ punk-
tu, w ktorym mierzone jest ugigcie od $rodka ptyty. Do odmierzania odlegtosci stuzy podziat-
ka milimetrowa znajdujaca si¢ na trawersie. Odpowiednie elementy sktadowe pokazano na
rys. 6.

Rys. 6. Schemat trawersy z czujnikiem zegarowym: 1 — obrotowa tarcza czujnika
zegarowego, 2 — podziatka milimetrowa, 3 — trawersa, 4 — czujnik zegarowy,
5 — pokretto do ustalania pozycji czujnika
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Stanowisko pozwala réwniez na pomiar naprezen w wybranych punktach plyty za pomoca
czujnikow tensometrycznych rozmieszczonych na powierzchni ptyty (rys. 7) [3]. Oznaczenie
tensometrow oraz odpowiadajacy im kierunek mierzonego naprezenia i odleglos¢ od srodka
plyty przedstawiono w tabeli 2. Warto$ci mierzonych odksztalcen wyrazone sg w um/m.

Rys. 7. Rozmieszczenie czujnikdw tensometrycznych na powierzchni ptyty

Tabela 2. Opis tensometréw pokazanych na rysunku 7

ten8(|)\|rrr1etru Odlegtos¢ od osi ptyty, mm Kierunek

1 97,5 promieniowy

2 97,5 obwodowy

: iz promieniowy

‘ & obwodowy

° 25 promieniowy

° 25 obwodowy

! 63 promieniowy

8 97,5 kat 45° pomigdzy kierunkiem promieniowym
i obwodowym

Stanowisko potaczone jest z jednostkg pomiarowa GUNT FL 151, ktora przesyta wyniki
pomiaréw tensometrycznych do komputera (rys. 8). Do obrobki wynikow pomiaréw stuzy
program komputerowy, ktorego okno pokazano na rys. 9. Program ten umozliwia m.in. wizu-
alne poréwnanie wykresow zalezno$ci naprezen promieniowych (wykres Radial Stress Trend
na rys. 9) i obwodowych (wykres Tangential Stress Trend) od promienia r wyznaczonych
doswiadczalnie (linie koloru czerwonego) oraz analitycznie (linie koloru granatowego).
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Przewd6d USB

Rys. 8. Urzadzenia GUNT FL 120 oraz FL 151 potaczone z komputerem

¥ FL 151 \ FL 120 ROUND DIAPHRAGM APPARATUS
Start File Edt View Language ?

Rys. 9. Okno aplikacji sluzacej do pomiaru i wizualizacji pomiaréw odksztatcen i naprezen
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5. PRZEBIEG CWICZENIA

Parametry uktadu maja nastgpujace wartosSci:

e Modut Younga materiatu ptyty (aluminium) E = 70 GPa,
e liczba Poissona materiatu v = 0.3,

e promien ptyty a = 115 mm,

e grubos¢ ptyty h =3 mm.

5.1 Pomiar ugiecia plyty

W tej czgsci ¢wiczenia nalezy zmierzy¢ wartosci przemieszezen plyty w(r, q) pod wpty-
wem ci$nienia. Wartosci odlegtosci wybranych punktéw pomiarowych od osi ptyty oraz
warto$ci ci$nienia nalezy ustali¢ z prowadzacym. Nalezy pami¢ta¢ o tym, aby nie przekroczy¢
warto$ci dopuszczalnej ci$nienia (0.6 bar). Wyniki pomiaréw doswiadczalnych W, Oraz
obliczen analitycznych wa, (wzor (23)) nalezy zapisa¢ w tabeli 3. We wszystkich obliczeniach
nalezy stosowac spojny uktad jednostek, np. [N, mm, MPa].

Tabela 3. Wyniki pomiaréw ugigcia ptyty w(r, g) [mm]

Odlegtos¢ punktu od Wartos¢ obcigzenia q [MPa]

osi plyty r [mm]

Wiosw

Wan

Wiosw

Wan

Wiosw

Wan

Wdosw
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Nalezy obliczy¢ warto$¢ roznicy wzglednej wynikéw pomiardw wzgledem rozwigzania
analitycznego wyrazong w procentach:

5, = Laosu ~Wen 10095, (26)
W,

an

Obliczone wartosci nalezy wpisa¢ do tabeli 4.

Tabela 4. Warto$¢ roznicy wzglednej przemieszczen [%]

Odlegtos¢ punktu od Warto$¢ obcigzenia q [MPa]

osi plyty r [mm]

5.2 Wyznaczanie naprezen na podstawie pomiaru odksztatcen

W tej czgsdci ¢wiczenia nalezy zmierzy¢ warto$ci odksztatcen promieniowych & oraz
obwodowych & w wybranych punktach ptyty. Wartosci odleglto$ci wybranych punktoéw
pomiarowych od osi ptyty oraz wartosci cisnienia nalezy ustali¢ z prowadzacym na podstawie
danych z tabeli 2. Wyniki pomiaroéw nalezy zapisa¢ w tabeli 5. Korzystajgc z wzoréw (4) i (5)
nalezy obliczy¢ wartosci doswiadczalne naprezen oy, oi 1 zapisac je w polach ,,dosw” tabeli 6.
Nalezy rowniez obliczy¢ teoretyczne wartosci naprezen korzystajac z wzoréw (16), (24) i
(25) oraz zapisac je w polach ,,an” tabeli 6.

Tabela 5. Wyniki pomiaréw odksztatcen [pm/m]

Odlegtos¢ Warto$¢ obcigzenia q [MPa]

punktu od osi

ptyty r [mm] & & & & & &
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Tabela 6. Warto$ci napr¢zen [MPa]

punktu od osi

Odlegtosc Warto$¢ obcigzenia g [MPa]

ptyty r [mm] or ot ot ot or ot

dosw

an

dosw

an

dosw

an

Wzorujac si¢ na rdwnaniu (26) oraz tabeli 4 nalezy opracowa¢ analiz¢ rdznicy wzglednej

wynikow doswiadczalnych wzgledem rozwigzania analitycznego dla naprezen oy 1 ot

6. OPRACOWANIE WYNIKOW | WYTYCZNE DO SPRAWOZDANIA

Sprawozdanie powinno zawierac:

Cel ¢wiczenia

Wstep teoretyczny

Rysunek i opis stanowiska pomiarowego
Czgs¢ obliczeniowa, w ktorej nalezy zawrzec:

wyniki badan oraz obliczenia analityczne przemieszczen lub naprezen (w zaleznosci
od wykonanej czesci ¢wiczenia wskazanej przez prowadzgcego) — tabele 3 i 6;

porownanie wynikow badan dos§wiadczalnych przemieszczen lub naprgzen (w zalez-
nosci od wykonanej czesci ¢wiczenia) z wynikami analitycznymi na podstawie analizy
roéznicy wzglednej opisanej w rozdziale 5.1; dodatkowo nalezy opracowac wykresy
zawierajace serie punktow otrzymanych w wyniku pomiarow doswiadczalnych
(znaczniki punktowe) oraz linie ciaglte przedstawiajace rozwigzanie analityczne.

Whioski z ¢wiczenia.
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7. PRZYKLADOWE PYTANIA KONTROLNE

1. Wymien podstawowe zalozenia teorii phyt.

2. Wymien sity wewnetrzne dziatajace w przekroju plyty kolowej osiowosymetryczne;.

3. Podaj jednostki sit wewnetrznych dziatajacych w przekroju ptyty kotowej osiowosyme-
trycznej.

4. Jak zalezy kat ugigcia powierzchni srodkowej ptyty od ugiecia?
Od czego zalezy sztywno$¢ ptyty?

6. W ktorym miejscu przekroju ptyty wystepuja najwigksze naprezenia styczne?
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Na Slasku dziata ponad 50 zaktadéw zwigzanych z
branzg motoryzacyjna. Wybrane zaktady posiadajg
wiasne biura konstrukcyjne oraz laboratoria, i sg
Twoimi potencjalnymi pracodawcami. Jesli chcesz
zwiedzi¢ jeden z takich zaktadow, skontaktuj sie z
opiekunami SKN Metod Komputerowych
http://dydaktyka.polsl.pl/kwmimkm/KN/default.aspx.
(Obraz: www.trw.pl)
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Instytut Mechaniki i Inzynierii Obliczeniowej
Wydziat Mechaniczny Technologiczny, Politechnika Slqska
www.imio.polsl.pl

PROTOKOL z ¢WICZENIA

BADANIA DOSWIADCZALNE
PLYTY KOLOWEJ OSIOWOSYMETRYCZNE]

Kierunek: Grupa: Sekcja:

Data wykonania ¢wiczenia:

Prowadzacy: Podpis

Tabela przemieszczen ptyty w(r,q) [102 mm]




