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1. Cel ¢wiczenia

Cwiczenie ma na celu zapoznanie si¢ z teoretycznymi i praktycznymi podstawami
statystycznej obrobki wynikéw pomiarowych. W czeéci doswiadczalnej zwrocono uwage
na opanowanie umiejetnosci postgpowania w przypadku badania zbioréw obiektéw
1 wyznaczania ich statystycznych parametrow opisowych, takich jak wartos¢ srednia, wartos§¢
minimalna i maksymalna, warto§¢ modalna, mediana, wariancja i odchylenie standardowe.
Cwiczenia ma réwniez na celu zaznajomienie z metodologia tworzenia podstawowych
diagramow charakteryzujacych rozrzut wynikow pomiarowych, takich jak histogram i krzywa

skumulowana.

2. Wprowadzenie

Dos¢ czgstym zjawiskiem w praktyce pomiarowe;j jest rozrzut wynikdéw, ktory moze mied
rézne przyczyny i roézna skalg. Ujawnianie tego rozrzutu nie zawsze jest potrzebne, ale
rowniez nie zawsze jest mozliwe. Zaleznie od rozdzielczosci pomiaru oraz od skali rozrzutu
w serii wynikow, rozrzut moze ale nie musi si¢ ujawnié. Ujawnienie rozrzutu nie jest mozliwe
gdy nie dysponuje si¢ uktadem o wystarczajaco duzej rozdzielczosci pomiarowej, a mierzona
warto$¢ zmienia si¢ nieznacznie. Niemniej jednak wynik pomiaru ma zawsze wartos$¢ losowa.

Istnieja dwie typowe sytuacje, w ktérych uzyskuje si¢ wyniki losowe pomiardw
obarczone dyspersja:

e ody wielokrotnie powtarza si¢ pomiar tego samego parametru, dla jednego okreslonego
obiektu, w nominalnie nie zmienionym podstawowym uktadzie warunkéw fizycznych,
czyli przy nie zmieniajacych si¢ znaczaco wielkosciach wplywowych (np.: temperatura,
cisnienie, wilgotnos¢, itp.). W tej sytuacji dla zauwazenia rozrzutu wymagana jest
odpowiednio duza rozdzielczo$¢ pomiarow. Rozrzut wynikéw jest spowodowany przez
szereg roznych wielkosci wptywowych, ktore sa kontrolowane w ograniczonym stopniu
lub wcale nie sa brane pod uwage. Wszystkie wielkosci wplywowe obciazaja wyniki
pomiaréw btedami przypadkowymi (o nieznanej wartosci i znaku).

e ¢dy dokonuje si¢ pomiaréw tego samego parametru dla serii obiektéw tworzacych klasg
(np.: gdy mierzymy pojemnos$¢ takich samych kondensatoréow, czyli o tej samej
pojemnos$ci znamionowej, tolerancji oraz technologii wykonania). Nawet gdy pomiary te
wykonywane sa niekoniecznie bardzo doktadnie, mierzone warto§ci mogq znacznie si¢
rozni¢ gdyz dotycza roznych obiektow. W tej sytuacji btedy pomiaru nie majq istotnego
znaczenia gdy sg znacznie mniejsze od réznic parametru mierzonego dla poszczegdlnych
obiektow.

Wyniki pomiarow wykonanych w seriach o duzej liczebno$ci nie umozliwiaja tatwego
wyciagania wnioskow na temat calej populacji, ktora reprezentujg serie pomiarowe. Dlatego
dazy si¢ do okreslenia minimalnej liczebnosci serii, ktdra bedzie reprezentatywna, czyli ktdrej



parametry bedq takie same jak catej populacji. Z drugiej strony, dazy si¢ do obliczenia na

podstawie serii takich parametrow, ktore beda najlepiej charakteryzowaé calq populacje.

Narzedzi do takiej kompresji wynikow pomiardw dostarcza statystyka matematyczna,

a zagadnienie poszukiwania parametrow charakteryzujacych cata populacj¢ (zbiér petny) na

podstawie serii, nazywane jest estymacja.

Do najczgs$ciej obliczanych statystyk z serii naleza:
Wartos¢ S$rednia, obliczana jako $rednia arytmetyczna jest estymatorem zgodnym,

nieobcigzonym i najefektywniejszym wartosci oczekiwane;:

gdzie: n — liczba wszystkich wynikdw pomiaréw w serii, i — kolejny numer wyniku
pomiaru.

Warto$¢ modalna (moda, dominanta), ktora jest warto$cig najczesciej powtarzajacego sie
w serii wyniku pomiaru. Jesli niektdre wyniki w serii powtarzaja si¢ rownie cz¢sto mamy
do czynienia z rozkladem wielomodalnym zmiennej losowej jaka jest wynik pomiaru.
Warto$¢ modalna jest oznaczana przez Mo(x).

Mediana (warto$¢ srodkowa) jest srodkowa wartoscia uporzadkowanych rosngco (szereg
rozdzielczy) wynikdw w serii. Gdy liczebno$¢ serii jest wyrazona liczbg nieparzysta
mediang mozna okres$li¢ bezposrednio, natomiast dla serii o parzystej liczbie elementéw
mediang wylicza si¢ jako warto$¢ srednia z dwdch elementdw srodkowych:

Me(x) = x(441)/2 dla n nieparzystych,

Me(x)= %(xn 12+ X /2)+1) dla n parzystych.

Statystyki pozycyjne, ktore sa okreslane jako minimalna i maksymalna warto§¢ wynikow
w danej serii, czyli wystepuja jako pierwszy i ostatni element szeregu rozdzielczego.
Statystyki te sa oznaczane jako Xmin 1 Xmax-

Wariancja empiryczna jest obliczana dla serii dlugich (» > 30) jako suma kwadratéw
odchylen poszczegdlnych wynikéw w serii od wartosci sredniej, podzielona przez liczbg
wynikow pomiarowych:

Dla serii krotkich (n < 30) oblicza si¢ wariancje¢ empiryczng skorygowana:
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e Odchylenie standardowe (Sredniokwadratowe), ktore podobnie jak wariancja jest miarg

rozproszenia wynikdw pomiarow w serii, oblicza si¢ jako pierwiastek kwadratowy

z wariancji empirycznej nieskorygowanej:

Przedstawione powyzej statystyki sa parametrami, ktére syntetycznie charakteryzuja serie
pomiarowe 1 utatwiaja pordwnanie serii o réznej liczebnosci co pozwala na wnioskowanie
o ich reprezentatywnosci.

Jak juz wspomniano metodami wyznaczania parametréw populacji za pomoca
parametréw proby (serii) zajmuje si¢ teoria estymacji. W ramach tej teorii opracowana jest:

e estymacja punktowa, ktéra polega na okresleniu na podstawie wynikow z serii
pomiarowej jednej wartosci (estymatora punktowego), ktora jest oszacowaniem
odpowiedniego parametru populacji. Przyktadowo, warto$¢ $rednia x wyliczona na
podstawie serii wynikdw jest estymatorem punktowym warto$ci oczekiwane] calej
populacji.

e estymacja przedzialowa, ktdra ma na celu okreslenie przedzialu, w ktérym z okreslonym
prawdopodobienstwem (poziomem ufnosci) znajduje si¢ badany parametr populacji. Jako
srodek wspomnianego przedziatu przyjmuje si¢ warto$¢ srednia x, a jako granice pewna
krotno$¢ odchylenia standardowego, zalezna od poziomu ufnosci. W ten sposéb mozemy
okresli¢ niepewno$¢ + A, dla serii dtugich wynikéw o rozkladzie normalnym:

A, =30=3s dla poziomu ufnosci 1-¢=0,9973,
A, =20 =2s dla poziomu ufnosci 1-¢=0,9544,
A, =0 =s dla poziomu ufnosci 1-¢=0,6826,
gdzie: A, - potowa szerokosci przedzialu niepewnosci, a ¥+A, jest estymatorem

przedzialowym wartosci oczekiwanej, na poziomie ufnosci 1-g¢ .

Seri¢ wynikow pomiaréw obarczonych rozrzutem mozna przedstawié¢ rowniez graficznie
w formie histogramu lub krzywej skumulowanej. W tym celu nalezy:
- uporzadkowaé wyniki pomiardw dla danej serii wedlug rosnacych wartosci, tworzac w ten
sposob tzw. szereg rozdzielczy:

Xmin <Xp <Xx3 <...< Me(x)< e < X1 < Xmax



- podzieli¢ caly otrzymany przedzial x.;,..xmax  (gdzi€: xpin =X1, Xmax =%,) Na k

podprzedzialdw o rownej szerokosci A;x (gdzie: i=1, 2, ...,k):

Aix= XYmax ~*min _ ¥n — X1
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tak aby w kazdym przedziale A;x znajdowalo si¢ co najmniej kilka wynikow z serii. Dla
serii dlugich (n > 30) liczbg przedziatéw k mozna wyznaczy¢ w przyblizeniu na podstawie
empirycznego wzoru Sturgesa:

k=1+331g(n).

- okresli¢ wysokos¢ stupka histogramu w kazdym przedziale Ajx, A,x, ..., Ayx, ktdra jest
réwna ilosci wynikéw pomiarowych m; o wartosciach z danego przedziatu lub czgstosci

w; wystgpowania wyniku w tym przedziale:

- okresli¢ wartosci rzegdnych krzywej skumulowanej jako czestosci skumulowane v,
wyznaczane dla kolejnych przedzialdow A;x, A,x, ..., Ayx, jako sumy wczesniej

obliczonych czgstosci w; we wszystkich przedziatach znajdujacych si¢ na lewo od
przedziatu dla ktérego jest obliczana czgstos$¢ skumulowana:

gdzie:i=1,2,...,jdlaj=1,2, ..., k.

Histogram empirycznego rozkladu prawdopodobienstwa jest oszacowaniem funkcji
gestosci prawdopodobienstwa. Podczas konstruowania tego diagramu przyporzadkowuje si¢
kazdemu przedziatlowi A;x stupek o wysoko$ci proporcjonalnej do czgstosci w;. Przy

zwigkszaniu liczebnosci serii n 1 liczby przedzialéw k histogram ten wygladza si¢, dazac
w granicy do funkcji gestosci prawdopodobienstwa.
Innym diagramem charakteryzujacym rozrzut wynikéw pomiardw jest krzywa

skumulowana, ktora jest wykresem czgstosci skumulowanych v; dla takich samych

przedzialow A,;x jak w przypadku histogramu. W granicy dla n—>o 1 k—>o wykres

czestosci skumulowanej dazy do dystrybuanty.



Przyktadowe diagramy charakteryzujace rozrzut 30-elementowej serii wynikow pomiaréw

przedstawiono na rys. 1 irys. 2.
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Rys. 1. Przykltadowy histogram empirycznego rozktadu prawdopodobienstwa dla serii 30-elementowe;j
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Rys. 2. Przyktadowa krzywa skumulowana dla serii 30-elementowej
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Program ¢wiczenia

Dla populacji obiektow wskazanych przez prowadzacego ¢wiczenie, okresli¢ parametry
znamionowe oraz parametr, ktory bedzie mierzony seryjnie.

Okresli¢ jaki przyrzad pomiarowy i na jakim zakresie bgdzie odpowiedni do wykonania
pomiaréw seryjnych wczesniej wskazanych obiektoéw.

Kolejno wybra¢ losowo z catej populacji proby (serie): 50-, 30- i 10-elementowq i dla
kazdej z serii wykona¢ pomiary wybranego parametru obiektéw. Obiekty do kazdej serii
powinny by¢ losowane z catej populacji i bez powtorzen.

Dla kazdej serii pomiarowej wyznaczy¢ podstawowe statystyki oraz dokonaé estymacji
punktowej 1 przedzialowej wartosci oczekiwane;.

Porowna¢ wyniki estymacji otrzymane dla poszczegodlnych serii i dokonaé analizy
reprezentatywnos$ci wybranych serii pomiarowych.

Przedstawi¢ graficznie rozrzut wynikdw w otrzymanych seriach pomiarowych a nastgpnie
poréwnacé wykreslone histogramy i krzywe skumulowane.

Okresli¢ podobienstwa ksztattu otrzymanych histograméw do ksztaltu funkcji gestosci

prawdopodobienstwa znanych rozktadow.

Pytania kontrolne

W jakich typowych sytuacjach rozrzut wynikdw pomiar6w mozna opisywac stosujac
statystyke matematyczna?

W jaki sposéb rozdzielczos¢ pomiaru wptywa na ujawnianie si¢ dyspersji wynikow?
Poda¢ definicje 1 wyjasni¢ znaczenie najczesciej stosowanych statystyk z proby (serii).

W jaki sposéb oblicza si¢ mediang dla serii o parzystej liczbie elementow?

Na czym polega reprezentatywnos$¢ serii?

Wymienié rodzaje estymacji i wyjasnié¢ na czym polegaja.

Co to jest poziom ufnosci i jaki ma wplyw na szeroko$¢ przedzialu niepewnosci dla
wynikow o rozktadzie normalnym?

Omowi¢ metodologi¢ tworzenia histogramu 1 krzywej skumulowane;.

Czym jest szereg rozdzielczy dla serii wynikéw pomiarow 1 jakimi wartosciami jest
ograniczony?

Jak wyznacza si¢ czegsto$¢ skumulowana dla poszczegdlnych przedzialdéw zmiennej
losowej oraz do jakiej wartosci dazy zawsze krzywa skumulowana?

Jaki jest zwiazek migdzy histogramem a funkcja gestosci prawdopodobienstwa oraz
miedzy krzywa skumulowang a dystrybuanta?
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