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Problem dopasowania 1

Otwarta pętla sprzężenia zwrotnego
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Problem dopasowania 2

Otwarta pętla sprzężenia zwrotnego
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Problem dopasowania 3

Otwarta pętla sprzężenia zwrotnego

1

2

3

4

j·X

p·C

p·Lgm RLGs CS

lim
p→∞

Z (p)=∞



π – match

C1 C2

L1 L2

RL

IN

RS ⇒ Ri ⇒

Qleft = ω0RSC1

RS = Ri
(
Q2

left + 1
)

ω0L1

Ri
= Qleft

RL = Ri ·
(
Qright

2 + 1
)

Qright = ω0RLC2

ω0L2

Ri
= Qright



Przykład π – match

Rs = 1Ω C1 = CS = 10,8 F

RL = 0,15Ω ω0 = 1
rad
s

∆f3dB = 22,5 mHz
Q = 7,07



Twierdzenie Fano

∞∫
0

ln
1

|ρ(ω)|
dω =

π

RSCS

Fano, R. Theoretical limitations on the broadband matching of arbitrary impedances.
Journal of the Franklin Institute 1950, 249, 139–154.



Twierdzenie Fano konsekwencje

1. Niemożliwe jest ρ(ω) = 0 dla ω ∈ (ω0, ω1).
2. Niepożądane jest ∃ω0 ρ(ωo) = 0.
3. Pożądane jest 0 < ρ(ω) << 1 dla możliwie szerokiego (ω0, ω1)



Relacja nieoznaczoności: stratność odbiciowa – pasmo :)



Relacja nieoznaczoności: stratność odbiciowa – pasmo :)

∣∣S11(ω)
∣∣ = {10−0,05·RL dla |ω ± ωo| ≤ 2π ·W

1 poza tym

2π ·W · ln 100,05·RL =
π

RSCS



Relacja nieoznaczoności: stratność odbiciowa – pasmo

RL ·W =
10
ln 10

·
1

RSCS

RL ≈ 27,3 ·
f3dB

W



Skąd Twierdzenie Fano?

Bode, H.W. Network Analysis and Feedback Amplifier Design;
D. Van Nostrand Company, Inc.: Princeton, NJ, 1945.∫ ∞

0

(
A(ω)− A∞

)
dω =

π

2
B∞

• F (p) = A(p) + j · B(p) jest analityczna dla ℜ(p) > 0;
• F (p∗) = F ∗(p);
• F (p) jest analityczna w zerze: F (p) = A0 + B0 · p + A1 · p2 + B1 · p3 + . . .

• F (p) jest analityczna w punkcie w nieskończoności:
F (1/p) = A∞ + B∞ · p + A′

1 · p2 + B ′
1 · p3 + . . .



Wyprowadzenie

Re(p)

Im(p)

O

R → ∞

δ

≈
∞∫

−∞
(A(ω)− A∞)dω

≈ −π·B∞



Wyprowadzenie cz.2

∮ (
F (p)− A∞

)
dp = 0

j ·
∫ R

−R
(A(δ + jω) + j · B(δ + jω)− A∞)dω +

∫ δ−jR

δ+jR

(
F (p)− A∞

)
dp = 0

lim
δ→0

∫ R

−R
B(δ + jω)dω = 0 bo B(−ω) = −B(ω)

j ·
∫ R

−R
(A(δ + jω)− A∞)dω +

∫ δ−jR

δ+jR

(
F (p)− A∞

)
dp = 0



Wyprowadzenie cz.3

j ·
∫ R

−R
(A(δ + jω)− A∞)dω +

∫ δ−jR

δ+jR

(
F (p)− A∞

)
dp = 0

F (p)− A∞ = B∞/p + A′
1/p

2 + B ′
1/p

3 + . . .∫ δ−jR

δ+jR

(
F (p)− A∞

)
dp = B∞

∫ δ−jR

δ+jR

dp
p

−O(1/R) = B∞ ln

(
δ/R − j

δ/R + j

)
+ . . .

∫ ∞

−∞
(A(δ + jω)− A∞)dω = π · B∞



Wyprowadzenie cz.4

∫ ∞

0
(A(jω)− A∞)dω =

π

2
· B∞

bo: A(jω) = A(−jω)



Wszystkie wzory Bodego cz.1

TABULATION OF CONTOUR INTEGRAL FORMULAE

Group Integrand Result

I (a) θ − θ∞

∫ ∞

0
(A− A∞)dω = −π

2
B∞

(b)
θ − θ0

ω2

∫ ∞

0

A− A0

ω2 dω =
π

2
B0

(c) θ − θ∞

∫ ∞

0
ω
dA

dω
dω =

π

2
B∞

(d)
θ − θ0

ω2

∫ ∞

0

1
ω

dA

dω
dω =

π

2
(B∞ − B0)

*

II
θ

ω

∫ ∞

−∞
B du =

π

2
(A∞ − A0)

Note: In Group II u = logω.



Wszystkie wzory Bodego cz.2

TABULATION OF CONTOUR INTEGRAL FORMULAE

Group Integrand Result

III (a) ω

(
θ − A∞ − i

B∞
ω

) ∫ ∞

0
(ωB − B∞)dω =

π

2
A′

1

(b)
θ − A0 − iB0ω

ω3

∫ ∞

0

B − B0ω

ω3 dω = −π

2
A1

IV (a) (θ − θ∞)2
∫ ∞

0
(A− A∞)2dω =

∫ ∞

0
B2dω

(b)
(θ − θ0)

2

ω2

∫ ∞

0

(A− A0)
2

ω2 dω =

∫ ∞

0

B2

ω2 dω

(c) (θ − θ∞)3
∫ ∞

0
(A− A∞)3dω = 3

∫ ∞

0
(A− A∞)B2dω



Wszystkie wzory Bodego cz.3

TABULATION OF CONTOUR INTEGRAL FORMULAE

Group Integrand Result

V (a)
θ2

ω

∫ ∞

−∞
AB du =

π

4
(A2

∞ − A2
0)

(b) ω(θ − θ∞)2
∫ ∞

0
ω(A− A∞)B dω = −π

4
B2
∞

(c)
(θ − θ0)

2

ω3

∫ ∞

0

(A− A0)B

ω3 dω =
π

4
B2

0

(d)
θ2

ω

∫ ∞

−∞
(A− Ā)B du = 0

Note: In V(a) and V(d), u = logω.



Wszystkie wzory Bodego cz.4

TABULATION OF CONTOUR INTEGRAL FORMULAE

Group Integrand Result

VI (a)
θ − A∞√
1 − ω2/ω2

c

∫ ωc

0

A− A∞√
1 − ω2/ω2

c

dω = −
∫ ∞

ωc

B√
ω2/ω2

c − 1
dω

(b)
θ − A0

ω2
√

1 − ω2
c/ω

2

∫ ∞

ωc

A− A0√
1 − ω2

c/ω
2

dω

ω2 = −
∫ ωc

0

B√
ω2
c/ω

2 − 1
dω

ω2



Wzór Bodego – lewa strona

F (p) = − ln ρ(p)

A(jω) = − ln |ρ(ω)|
zera i bieguny ρ(p) na lewej półpłaszczyźnie



Dygresja bez praktycznego znaczenia – określenie logarytmu

Niech E będzie dowolnym zbiorem spójnym na płaszczyźnie ( obszarem) nie
zawierającym punktu z = 0. Każdą funkcję ciągłą l(z), określoną na zbiorze E

i spełniającą dla wszystkich z ∈ E warunek e l(z) = z (jeżeli taka funkcja istnieje),
nazywamy gałęzią (jednoznaczną) logarytmu zmiennej z i oznaczamy przez log z .
Mamy więc1

e log z = z dla każdego z ∈ E (31)

1F. Leja, Funkcje zespolone, PWN, Warszawa 1971, s. 59



Zastrzeżenie

Nie w każdym zbiorze spójnym daje się określić jednoznaczną gałąź log z ; nie daje się
określić w żadnym zbiorze zawierającym cały okrąg |z | = r o środku z = 0.2

log z = Log |z |+ i Arg z = Log r + i Arg z

x

y

0

r = 1

E

z = −1lim
ψ→π- log e iψ=iπ

lim
ψ→-π+

log e iψ=-iπ

2F. Leja, Funkcje zespolone, PWN, Warszawa 1971, s. 59



Definicja logarytmu przez całkowanie

W każdym obszarze jednospójnym D, nie zawierającym punktów 0 ani ∞
(1), istnieje

jednoznaczna gałąź logarytmu i daje się wyrazić całką

log z =

∫ z

a

dζ
ζ

+ log a (33)

gdzie a jest dowolnym punktem obszaru D, a wartość log a jest dowolnie ustalona;
mamy przy tym

(log z)′ =
1
z
.

2(1) Obszarem takim jest cała płaszczyzna po odrzuceniu jednej półprostej wychodzącej z punktu
z = 0 (lub dowolnej krzywej łączącej punkt 0 z punktem ∞ i nie przecinającej się ze sobą).



Logarytmowanie przez uśrednianie



Sprawdzenie numeryczne



Logarytm transmitancji filtru Czebyszewa
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Charakterystyka fazowa



Inna gałąź logarytmu i transmitancja filtru Czebyszewa
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Logarytm współczynnika odbicia filtru Czebyszewa
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Inna gałąź logarytmu i współczynnik odbicia filtru Czebyszewa
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Definicja logarytmu funkcji analitycznej

Uogólnienie. Niech f (z) będzie funkcją analityczną różną od zera w obszarze D i niech
w = log f (z) będzie funkcją ciągłą spełniającą warunek ew = f (z).
Jeżeli obszar D jest jednospójny, to funkcja log f (z) istnieje i daje się wyrazić całką

log f (z) =

∫ z

a

f ′(ζ)

f (ζ)
dζ + log f (a), gdzie a ∈ D (35)

oraz ma w obszarze D pochodną równą f ′(z)/f (z).



Ludwik Tadeusz Eberman (1885-1945)

1910–1918 – kierownik oddziału wysokoprężnych silników
okrętowych MAN w Augsburgu;
konstruktor silników niemieckich U-bootów I wojny światowej;
1912 – doktorat na Pol.Lw. pt. "Okrętowe silniki Diesla";
1918–1939 – profesor Politechniki Lwowskiej;
1939–1945 – profesor Politechniki w Zurychu.

"Nauczanie matematyki na politechnice w zakresie wykraczającym poza suwak
logarytmiczny mija się z celem."



Dygresja do dygresji – wniosek z twierdzenia Cauchy’ego

Niech f : U 7→ C będzie funkcją ciągłą, analityczną w obszarze jednospójnym U.
Załóżmy przy tym, że f ma w U dokładnie jeden pierwiastek z0 oraz f ′(z0) ̸= 0.
Wówczas dla dowolnej krzywej zamkniętej C ⊆ U

z0 =

∮
C
z dz
f (z)∮

C
dz
f (z)

.

Ingo Ullisch. A closed-form solution to the geometric goat problem. The Mathematical
Intelligencer, pages 1–5, 2020.



Uzasadnienie / przykład

g(z) =
z − z0

f (z)
dla z ∈ U \ {z0};

g(z0) = 1/f ′(z0);
g(z) jest analityczna w U;
Stosujemy tw. Cauchy’ego.

0

Im(z)

Re(z)

C1

(b ,0)

(½b , -½b)

(½b ,½b)

(√a ,0)

√a =
∮
C 1

zd z

z2−a

∮
C 1

  d z

z2−a

zo



Sprawdzenie dla pierwiastka kwadratowego
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π

π =

∮
C

z dz
sin(z)∮

C

dz
sin(z)

≈

≈ 3,14159265358979 4
(3)

− 5,676E-17·j

Im(z)

Re(z)

C

(3½,0)

(3,½)

π(2½,0)
(3,0)

(3 , -½)



Wzór Bodego – lewa strona

∫ ∞

0

 1
ln |ρ(ω)|

− A∞︸︷︷︸
0

 dω =
π

2
B∞

ρ(p) =

(
Z (p)|| 1

pCS

)
− RS(

Z (p)|| 1
pCS

)
+ RS

p→∞−−−→− 1

⇒

A∞ = − ln |ρ(∞)| = 0

1

2

3

4

j·X

p·C

p·Lgm RLGs CS

lim
p→∞

Z (p)=∞



Wzór Bodego – prawa strona

− ln ρ(1/p) = A∞ + B∞ · p + A′
1 · p2 + B ′

1 · p3 + . . .

− ln |ρ(1/p)| = − ln

∣∣∣∣∣
(
Z (1/p)|| p

CS

)
− RS(

Z (1/p)|| p
CS

)
+ RS

∣∣∣∣∣ = − ln

∣∣∣∣∣1 − p
RSCS

+ p
RSCSZ(1/p)

1 + p
RSCS

+ p
RSCSZ(1/p)

∣∣∣∣∣ ≈ 2p
RSCS

+O(p2)

⇒

A∞ = 0 & B∞ =
2

RSCS

1

2

3

4

j·X

p·C

p·Lgm RLGs CS

lim
p→∞

Z (p)=∞



Wzór Bodego w odniesieniu do obwodu dopasowującego

∞∫
0

ln
1

|ρ(ω)|
dω =

π

RSCS

Bode, H.W. Network Analysis and Feedback Amplifier Design; D. Van Nostrand
Company, Inc.: Princeton, NJ, 1945.⇒

Fano, R. Theoretical limitations on the broadband matching of arbitrary impedances.
Journal of the Franklin Institute 1950, 249, 139–154.



Wkład Fano 1

ρ(p) =

n∏
r=1

(p − λ′
r)

n∏
r=1

(p − λr)

p 7→1/p−−−−→ ρ

(
1
p

)
=

n∏
r=1

(1 − λ′
rp)

n∏
r=1

(1 − λrp)

ln

∣∣∣∣∣ 1
ρ(1/p)

∣∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏

r=1
(1 − λrp)

n∏
r=1

(1 − λ′
rp)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≈
n∑

r=1

(λ′
r − λr)︸ ︷︷ ︸
B∞

·p +O(p2)



Twierdzenie Fano 1

Dla minimalnofazowego współczynnika odbicia

n∑
r=1

(λ′
r − λr) =

2
RSCS

λ′
r zera współczynnika odbicia;

λr bieguny współczynnika odbicia.



Wkład Fano 2

ρ(p) =

FDP︷ ︸︸ ︷
n∏

r=1
(p − λ′

r)

n∏
r=1

(p − λr)

p 7→β(p+1/p)−−−−−−−→ ρ (p) =

FPP︷ ︸︸ ︷
n∏

r=1

β (p2 + 1)− λ′
r

β (p2 + 1)− λr

−
∫ ∞

0
ln |ρ(ω)|dω =

π

2

n∑
r=1

(

λ′
r/β︷ ︸︸ ︷

Λ1r
′ + Λ2r

′ −Λ1r − Λ2r︸ ︷︷ ︸
−λr/β

)



Twierdzenie Fano 2

n∑
r=1

(λ′
r − λr) =

1

π ·W · RSCS︸ ︷︷ ︸
poszerzenie pasma δW

W szerokość pasma, w którym następuje dopasowanie (Hz);
λ′
r zera minimalnofazowego współczynnika odbicia FDP;

λr bieguny współczynnika odbicia prototypowego FDP.



Obwód minimalnofazowy
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Ogólnie dla obwodów o tym samym S2
11:

n∑
r=1

(λ′
r − λr) ≤

1
π ·W · RSCS

≤
n∑

r=1

(−λ′
r − λr)

W szerokość pasma, w którym następuje dopasowanie (Hz);
λ′
r zera minimalnofazowego współczynnika odbicia FDP;

λr bieguny współczynnika odbicia prototypowego FDP.



Twierdzenie Fano 2 – obwód minimalnofazowy

−
∫ ∞

0
ln |ρ(ω)|dω ≤

1
π ·W · RSCS

Równość zachodzi dla obwodu o minimalnofazowym współczynniku odbicia.



Wkład Fano 3

Prototypowy filtr Czebyszewa

λ′
r = −j cos

(
sin−1 jξ + (2r − 1)π/2n

)
λr = −j cos

(
sin−1 jη + (2r − 1)π/2n

) }
dla r = 1, 2, . . . , n

η = sinh
(1
n sinh

−1 1
ε

)
ξ = sinh

(
1
n sinh

−1
√

1−A
ε

) }
⇒ η ≥ ξ > 0



Twierdzenie Fano 3

sin
( π
2n
)

η − ξ
≥ δW ≥

sin
( π
2n
)

η + ξ

Lewa równość zachodzi dla obwodu o minimalnofazowym współczynniku odbicia.



Dopasowanie ≡ minimum z więzami

η, ξ = arg min
η≥ξ>0

ρ2
max

dla

η − ξ = const. = C



Minimum z więzami

η, ξ = arg min
η≥ξ>0

1 + sinh2(n · sinh−1 ξ)

1 + sinh2(n · sinh−1 η)

dla

η − ξ = C =
sin
(
π
2n

)
δW



Rozwiązanie

tanh
(
n · sinh−1 ξ

)
tanh

(
n · sinh−1 η

) =√1 + ξ2

1 + η2

η − ξ = C



Rozwiązanie numeryczne
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Asymptota η dla δW → 0

δW → 0 ≡ C → ∞

tanh
(
n · sinh−1(η − C)

)
tanh

(
n · sinh−1 η

) =

√
1 + (η − C)2

1 + η2

n ·
(η − C)

tanh(n · sinh−1 C)
≈

1
√

1 + C2
+

C · (η − C)
(1 + C2)3/2

η ≈ C +

(
C2 + 1

) 3
2 · tanh

(
n · sinh-1 (C)

)
n · (1 + C2)2 + C ·

√
C2 + 1 · tanh

(
n · sinh−1(C)

)
η ≈ C +

1
n · C



Asymptota η dla δW → ∞

δW → ∞ ≡ C → 0

tanh
(
n · sinh−1(η − C)

)
tanh

(
n · sinh−1 η

) =

√
1 + (η − C)2

1 + η2

C ·

(
n tanh (n asinh (η))√

η2 + 1
−

n√
η2 + 1 tanh (n asinh (η))

)
+ 1 ≈ −

η · C
η2 + 1

+ 1

2n =
η · sinh

(
2n · sinh−1 η

)√
1 + η2



Aproksymacja
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η

asymptota
=

δ3
W + a2 δ

2
W + a1 δW + a0

δ3
W + b1 δ2

W + b0 δW



Parametry krzywych aproksymacji

Tabela: η = asymp. × δ3
W+a2 δ2

W+a1 δW+a0
δ3
W+b1 δ2

W+b0 δW

n = 2 a2 = 0,9248 a1 = 0,4567 a0 = 0,1182
b1 = 0,4248 b0 = 0,12 asymp. = 0,7071

n = 3 a2 = 0,8972 a1 = 0,4236 a0 = 0,1039
b1 = 0,4504 b0 = 0,1176 asymp. = 0,5596

n = 4 a2 = 0,9202 a1 = 0,4302 a0 = 0,1041
b1 = 0,5126 b0 = 0,1286 asymp. = 0,4694

n = 5 a2 = 0,9667 a1 = 0,453 a0 = 0,1097
b1 = 0,5876 b0 = 0,1455 asymp. = 0,4076

n = 6 a2 = 1,016 a1 = 0,4778 a0 = 0,1159
b1 = 0,6585 b0 = 0,1632 asymp. = 0,3621



Filtr Czebyszewa minimalnofazowy v.1

Cr =

2 sin
(
(2r − 1)π

2n

)
η − ξ

, r = 1, 2, . . . , n ⇐ Jak z twierdzenia Fano

Kr, r+1 =

√
ξ2 + η2 − 2ηξ cos

(πr
n

)
+ sin2

(πr
n

)
η − ξ

, r = 1, 2, . . . , n − 1

GL =
η + ξ

η − ξ

C1 (η ,ξ )

gm=K1,2 (η ,ξ )

C2 (η ,ξ )

gm=K2,3 (η ,ξ )

C3 (η ,ξ )

gm=K n−1 , n (η ,ξ )

Cn (η ,ξ )
GL (η ,ξ )



Filtr Czebyszewa v.2

C1 =
2 sin

( π

2n

)
η − ξ

,

Xr · Xr+1 =
4 · sin

(
π · 2r+1

2n

)
· sin

(
π · 2r−1

2n

)
ξ2 + η2 − 2 · η · ξ · cos

(
πr
n

)
+ sin2(πr

n

) , r = 1, 2, . . . , n − 1.

Cn · RL =
2 sin

( π

2n

)
η + ξ

.

Min.

C1 (η ,ξ )

L2 (η ,ξ )

C3 (η ,ξ )

L4 (η ,ξ ) Ln−1 (η ,ξ )

C5 (η ,ξ ) Cn (η ,ξ ) RL (η ,ξ )

Max.



Obciążenie wg składowej DC

4 · RSRL

(RS + RL)2
=


A

1 + ε2 gdy n parzyste

A gdy n nieparzyste
⇐ dla składowej DC

RL =


cosh(n · sinh−1 η)− cosh(n · sinh−1 ξ)

cosh(n · sinh−1 η) + cosh(n · sinh−1 ξ)
gdy n parzyste

sinh(n · sinh−1 η)− sinh(n · sinh−1 ξ)

sinh(n · sinh−1 η) + sinh(n · sinh−1 ξ)
gdy n nieparzyste



Obciążenie wg min./max. faz.

C1 =
2 sin

( π

2n

)
η − ξ

,


Ln

RL
gdy n parzyste

Cn · RL gdy n nieparzyste

 =
2 sin

( π

2n

)
η + ξ

RL =


Ln
C1

· η + ξ

η − ξ
gdy n parzyste

C1

Cn
· η − ξ

η + ξ
gdy n nieparzyste



Projekt idealny żyrator / linia ćwierćfalowa



Projekt aproksymacja żyratora pojemnościami



Przykład

Żyrator idealny vs emulowany
pojemnościami

Linia ćwierćfalowa vs żyrator
emulowany pojemnościami



Przykład vs. π – match

∆f9dB = 7,7 mHz ⇐ π – match
∆f9dB = 33,5 mHz ⇐ Czebyszew



Karzeł widzący się na barkach olbrzyma, dla
świata jest karłem z pretensjami alpinisty.

Jan Hartman
Zmierzch filozofii



K O N I E C


