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Karzet widzacy sie na barkach olbrzyma, dla
Swiata jest kartem z pretensjami alpinisty.
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Problem dopasowania 1

Otwarta petla sprzezenia zwrotnego
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Problem dopasowania 2

Otwarta petla sprzezenia zwrotnego
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Problem dopasowania 3

Otwarta petla sprzezenia zwrotnego
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Przyktad m — match
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Twierdzenie Fano

1 78
In ——dw

J Tl RsCs

Fano, R. Theoretical limitations on the broadband matching of arbitrary impedances.
Journal of the Franklin Institute 1950, 249, 139-154.



Twierdzenie Fano konsekwencje

1. Niemozliwe jest p(w) = 0 dla w € (wp, w1).
2. Niepozadane jest Jwy p(w,) = 0.
3. Pozadane jest 0 < p(w) << 1 dla mozliwie szerokiego (wp,w1)



Relacja nieoznaczonosci: stratnos¢ odbiciowa — pasmo )
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Relacja nieoznaczonosci: stratnos¢ odbiciowa — pasmo )
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Relacja nieoznaczonosci: stratno$¢ odbiciowa — pasmo
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Skad Twierdzenie Fano?

Bode, H.W. Network Analysis and Feedback Amplifier Design;
D. Van Nostrand Company, Inc.: Princeton, NJ, 1945.

/O (Aw) ~ As) duo = 2B

F(p) = A(p) +J - B(p) jest analityczna dla R(p) > 0;
F(p*) = F*(p);

* F(p)

* F(p)

jest analityczna w zerze: F(p)=Ao+Bo-p+Ar-p>+Br-p>+...
jest analityczna w punkcie w nieskonczonosci:
F(1/p) = A+ B -p+ AL -p>+ B - p3+...



Wyprowadzenie




Wyprowadzenie .

F(F(p) — Ax)dp = 0

R 5—jR
j-/ (A(5—|—jw)+j—B(5+jw)—Aoo)dw+/ ~ (F(p) = Ax)dp =0
-R 0+jR

R
Iim/ B(5 + jw)dw =0 bo B(—w) = —B(w)
0—0 /) _p

5—jR

R
J /_R(A(5 + jw) — Ass)dw + /5+jR (F(p) — As)dp =0



Wyprowadzenie s

R 5—jR
i [ i) - A+ [ (F) - Av)ap =0

-R +iR

F(p) — A = Bso/p + A1/P* + B1 /P* +

6—jR B _JRdipi B ] 5/R—j
/6+jR (F(p) - Aoo)dp = B /§+JR P O(/R) = B <5/R +j> -

/OO (A + jeo) — A)dew = 7 By

—00




Wyprowadzenie .



Wszystkie wzory Bodego «1
TABULATION OF CONTOUR INTEGRAL FORMULAE

Group Integrand Result
I (a) 0 — 6 (A—Ax)dw = —=By
0
0 — b *A—- A T
(b) 5 /O w2 dw = EBO
> dA T
0 — 0 —dw = =By
(c) /0 W dw =5
6 — 6 *©1dA T *
d ——dw==(Bx — B
(d) w? /0 wdw " 2( o)
9 o0
[l — / B du= —(Ax — Ao)
w —00

Note: In Group Il u = logw.



Wszystkie wzory Bodego «..
TABULATION OF CONTOUR INTEGRAL FORMULAE

Group Integrand Result
Il (a) w<9—A —,> / (WB — Boo )dw—gA’
0 — Ag — iBow B — Byw T
20 = = ——A
(b) - /0 =T A
IV (a) (0 — 050)? / (A— Ax)’dw = / B%dw
0 0
(60 — 6)? /°° (A-=A))?, /°° B?
(b) s A dw = N dw

(c) (0 —0s)3 /OOO(A—AOO)3dw = 3/OOO(A—AOO)B2dw




Wszystkie wzory Bodego «.s
TABULATION OF CONTOUR INTEGRAL FORMULAE

Group Integrand Result
2 oo
V (a) % / AB du = %(Ago — A2)
(b) (0 — 0.0)? / (A~ Ax)B dw = 7B,
0
_ 2 00 _
@ O JAE SRR
w 0 w 4
92 oo _
(d) / (A—A)B du=0
w —00

Note: In V(a) and V(d), u = logw.



Wszystkie wzory Bodego .4
TABULATION OF CONTOUR INTEGRAL FORMULAE

Group Integrand Result
0 — Aso Yo A— A o0
VI (a) —— ———dw
V1 —w?/w? 0 \/l—wz/w2 we \/wz/w2 1
Y °°A—Aodw_/“*8dw
w?y/1 — w2 /w? we /1 —w2/w? w? 0 w?2/w?—1w?




Wzér Bodego — lewa strona

F(p) = —Inp(p)
A(jw) = —In[p(w)

zera i bieguny p(p) na lewej pétptaszczyznie



Dygresja bez praktycznego znaczenia — okreslenie logarytmu

Niech E bedzie dowolnym zbiorem sp6jnym na ptaszczyznie ( obszarem) nie
zawierajacym punktu z = 0. Kazda funkcje ciagta /(z), okreslona na zbiorze E

i spetniajaca dla wszystkich z € E warunek e/(?) = z (jezeli taka funkcja istnieje),
nazywamy gatezia (jednoznacznga) logarytmu zmiennej z i oznaczamy przez log z.
Mamy wiec!

e8? — 7 dlakazdegoz € E (31)

'F. Leja, Funkcje zespolone, PWN, Warszawa 1971, s. 59



/Zastrzezenie

Nie w kazdym zbiorze sp6jnym daje sie okresli¢ jednoznaczna gataz log z; nie daje sie
okresli¢ w zadnym zbiorze zawierajacym caty okrag |z| = r o $rodku z = 0.2

logz=Log|z|+ iArgz=Logr+iArgz

y

lim log eV =in
P

lim  loge® =-ix X
+ ' 0

P —>-7

2F. Leja, Funkcje zespolone, PWN, Warszawa 1971, s.59



Definicja logarytmu przez catkowanie

W kazdym obszarze jednospSjnym D, nie zawierajacym punktéw 0 ani oo (1), istnieje
jednoznaczna gataz logarytmu i daje sie wyrazi¢ catka

Iogz:/:dé—i—loga (33)

gdzie a jest dowolnym punktem obszaru D, a wartos¢ log a jest dowolnie ustalona;
mamy przy tym

1
logz) = -.
(log 2)' = -

2(1) Obszarem takim jest cata ptaszczyzna po odrzuceniu jednej pétprostej wychodzacej z punktu

z =0 (lub dowolnej krzywej taczacej punkt 0 z punktem oo i nie przecinajacej sie ze sob3).



Logarytmowanie przez usrednianie

Vi

X




Sprawdzenie numeryczne

Catka zespolona f;(lfp)dp lee16 |f:(l,fp)dp| —Inz
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Logarytm transmitancji filtru Czebyszewa

Pekniecia logarytmu funkcji wymiernej
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Charakterystyka fazowa

Charakterystyka fazowa transmitancji (Bode Phase Plot)
=== Asymptota (0°)
—-- Linia pekniecia
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Inna gataz logarytmu i transmitancja filtru Czebyszewa

Pekniecia logarytmu funkcji wymiernej
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Logarytm wspétczynnika odbicia filtru Czebyszewa

Pekniecia logarytmu funkcji wymiernej
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Inna gataz logarytmu i wspoétczynnik odbicia filtru Czebyszewa

Pekniecia logarytmu funkcji wymiernej
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Definicja logarytmu funkcji analityczne;

Uogdlnienie. Niech f(z) bedzie funkcja analityczna r6zna od zera w obszarze D i niech
w = log f(z) bedzie funkcja ciagta spetniajaca warunek e" = f(z).
Jezeli obszar D jest jednospdjny, to funkcja log f(z) istnieje i daje sie wyrazi¢ catka

log f(z) = /z ’:((g)) d¢ +logf(a), gdzie aeD (35)

oraz ma w obszarze D pochodna réwna f'(z)/f(z).



Ludwik Tadeusz Eberman (1885-1945)

1910-1918 — kierownik oddziatu wysokopreznych silnikéw
okretowych MAN w Augsburgu;

konstruktor silnikéw niemieckich U-bootéw | wojny $wiatowej;
1912 — doktorat na Pol.Lw. pt. "Okretowe silniki Diesla";
1918-1939 — profesor Politechniki Lwowskiej;

1939-1945 — profesor Politechniki w Zurychu.

"Nauczanie matematyki na politechnice w zakresie wykraczajacym poza suwak
logarytmiczny mija sie z celem."



Dygresja do dygresji — wniosek z twierdzenia Cauchy'ego

Niech f : U + C bedzie funkcja ciagta, analityczng w obszarze jednospSjnym U.
Zatézmy przy tym, ze f ma w U dokfadnie jeden pierwiastek zg oraz f'(zo) # 0.
Woéwczas dla dowolnej krzywej zamknietej C C U

zdz

C@

fC f(2) |

20 =

Ingo Ullisch. A closed-form solution to the geometric goat problem. The Mathematical
Intelligencer, pages 1-5, 2020.



Uzasadnienie / przykfad

z—2z9 —
e g(z)= 7). dlaze U\ {z};
° g(2) = 1/f'(=0);
o g(z) jest analityczna w U;

@ Stosujemy tw. Cauchy’ego.

Im(z) 1 2dz
(Y2b,%b) Ef Z’-a
Ja = &
dz
(& e Z'-a
a0\ (b,0)
0 z, Re(z)

(Yab,-%b)



Sprawdzenie dla pierwiastka kwadratowego

2.001 — pierwiastek z a 10—134 —— btad obliczania va
' —— urojona resztka va
1.751 10-141
1.50
10—15
;
§ 1.25
” 310716
2 1.00 &
+ m
2075 107
0.50 10—18
0.251 Lo-1
0.001

0 1 2 3 4
Parametr a Parametr a



zdz
éﬁ sin(z)

T=—— &
Z

éf in(z)

(o

n

= 3,14159265358979(431) — 5,676E-17]

1 Im(2)

(3.%)

(22,0 o (3%,0)




Wzér Bodego — lewa strona

00 1 T
/ A, | dw=2B,
o\ Infp(w)] ~~ 2

~R
p(p) = -1 = x 3
(Z(P)l5g) + Rs e L Q L] R

l} S

lim —
p_mZ(p)—w




Wzér Bodego — prawa strona

—Inp(l/p) = A+ Bu-p+ A -pP*+ B - p>+ ...

(Z(/PIIE) ~ Rs
(ZW/PIIE) + Rs

—In|o(1/p)| = —In

4

A = Boo = o
0 & e

_.p p
1 RsCs + RsCsZ(1/p)

2p

~ +0(p%)
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Wzér Bodego w odniesieniu do obwodu dopasowujgcego

I il
n——dw=——
|p(w)] Rs Cs

Bode, H.W. Network Analysis and Feedback Amplifier Design; D. Van Nostrand
Company, Inc.: Princeton, NJ, 1945.

4

Fano, R. Theoretical limitations on the broadband matching of arbitrary impedances.
Journal of the Franklin Institute 1950, 249, 139-154.



Wktad Fano 1

n

~ ) (X = A)p+ O(p?)

r=1

-
Bs



Twierdzenie Fano 1

Dla minimalnofazowego wspétczynnika odbicia
n
2
YN - A) = o
( r r) RS CS

r=1

A\. zera wspétczynnika odbicia;
r

A, bieguny wspétczynnika odbicia.



Wktad Fano 2

FDP
— FPP
—_ / 7 7
(p) = rl:Il(p 2 p—B(p+1/p) (p) = f[ Bp*+1) =X
e SRR HICERIES
r=1 '

. B

o0 T ——
— In |p(w)|dw = = N, 4+ N, —NA1, — N2,
| o)l =3 S (M n — A

0 r=1 *)\r/ﬂ



Twierdzenie Fano 2

! 1
r=1 v - W-R5C5

VO
poszerzenie pasma

W szerokos¢ pasma, w ktérym nastepuje dopasowanie (Hz);
A\ zera minimalnofazowego wspétczynnika odbicia FDP;

A, bieguny wspétczynnika odbicia prototypowego FDP.



Obwéd minimalnofazowy

Zera i bieguny wspétczynnika odbicia
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Ogdlnie dla obwodéw o tym samym S

n 1 n
I < < B -
> )\r)—w-W-RSCS—Z( A=)

r=1 r=1

W szerokos¢ pasma, w ktérym nastepuje dopasowanie (Hz);
A\ zera minimalnofazowego wspétczynnika odbicia FDP;

A, bieguny wspétczynnika odbicia prototypowego FDP.



Twierdzenie Fano 2 — obwdd minimalnofazowy

oo

— I dw <
[ n o)l € s

Réwnos¢ zachodzi dla obwodu o minimalnofazowym wspétczynniku odbicia.



Wktad Fano 3

Prototypowy filtr Czebyszewa

N, = —jcos (sin~*j& + (2r — 1)m/2n)

=12, ...
/\,:—jcos(sin_ljn+(2r—1)7r/2n) } dla r=1,2,...,n

77—smh( sinh™ 1;)
f—smh(lsmh ﬁ) = n=&>0



Twierdzenie Fano 3

5'”(2n) > 5 >5'”(2n)

n—¢ = W= te

Lewa réwnos$¢ zachodzi dla obwodu o minimalnofazowym wspétczynniku odbicia.



Dopasowanie = minimum z wiezami

_ . 2
n,§ = arg TN Pina

dla

n—& = const. =C



Minimum z wiezami

. 1+ sinh?(n-sinh™1¢)
7775 — arg min . D - 1
>¢>0 14 sinh“(n - sinh™" n)

dla




Rozwigzanie

tanh (n-sinh™¢)  [1+¢&
tanh (n .sinh ™! 77) V142

n—§==C



Rozwigzanie numeryczne

Parametr & Parametr n

0.7 Z ] , 72

o ; &

0.5{ - s | =

w041 ' A :
0.3 — 3
0.2 2
0.1 1

-1 0 1 5 0, — . : |

10 10 10 10 ) 5 = .

Poszerzenie 6y Poszerzenie 6y



Asymptota n dla dyy — 0

ow—0 = C— o

tanh (n-sinh™'(n—C)) |1+ (n—C)?
tanh (n-sinh~'n) 1+n?
w0 1 (-0

tanh(n -sinh~1(C) , V1+C2  (1+C2)32
(C2+1)2 - tanh (n-sinh™ (C))

n-(1+C2)2+C-VC2+1-tanh (n-sinh~}(C))

n~C+

1
neCtIT



Asymptota n dla dyy — o0

ow—>oo0 = C—0

tanh (n-sinh~*(n — C)) 14 (n—C)>?

tanh (n - sinh~17) L+
ntanh (nasinh n C
c (nasinh (7)) Flm -
JE i1 V/i2 + Ltanh (nasinh (1)) Al

_ sinh (2n -sinh~! 77)

Vg

2n



Aproksymacja

Parametr n

3533333333
WO

DENND DU U A B WWNN

n
n
n
n

100 10!
Poszerzenie 6y

n

_ (53W+32(52W+815w+ao

asymptota

53, + b1 6%, + by Sw



Parametry krzywych aproksymacji

Tabela: n = asymp. x

8oy +az 85,+a1 Sw+ao
6§V+b1 5ﬁ/+bo Sw

n=21a =0,9248 a; =0,4567 ap=0,1182

by = 0,4248 by = 0,12 asymp. = 0,7071
n=31]a=0,8972 a; =0,4236 ay=0,1039

by = 0,4504 by = 10,1176 asymp. = 0,5596
n=41a=0,9202 a; =0,4302 ap=0,1041

by =0,5126 by = 0,1286 asymp. = 0,4694
n=5]| a =0,9667 a; =0,453 ay = 0,1097

by =0,5876 by = 0,1455 asymp. = 0,4076
n=61|a=1016 a=04778 ay=0,1159

by = 0,6585 by =0,1632 asymp. = 0,3621




Filtr Czebyszewa minimalnofazowy v.1

2r—1
Mn(%)
(o8 —5, r=1,2,...,n <« Jak z twierdzenia Fano
n—
\/52—1—7] —2n§cos( )—i—sm (ﬂr)
Kr,r+1 7]*5 n 5 f:1,27...,f7—1
n+¢
G =——
n—¢&
In Klznf Kozn.¢) In=K, 1,08

T
FOETHET )



Filtr Czebyszewa v.2

4 . sin (7-[- . 2;‘[’;1) . sin (7T 2I’;1)

— 2
242 —2-n- & cos(T) +sin? (L)’ AR

n




Obciagzenie wg sktadowej DC

m = < dla sktadowej DC

A
4. RsR. T2 gdy n parzyste
A gdy n nieparzyste

cosh(n - sinh ™1 1)) — cosh(n - sinh~1 €)

dy n parzyste
cosh(n - sinh ™1 1) 4 cosh(n - sinh =1 €) sy e

R

1

sinh(n - sinh =1 7)) — sinh(n - sinh =1 ¢)

dy n nieparzyste
+ sinh(n - sinh ™1 ¢€) &Y parzy

)
)

sinh(n - sinh =17



Obcigzenie wg min./max. faz.

. 1 L . <7T)
- 2sin5,) R sdynpazyste | _ 25 20
n-& C,- R gdy n nieparzyste n+e
L, n+¢§
— - dy n parzyste
G n—¢ gdy n parzy
R =
1 n—=§

— gdy n nieparzyste

D
=

+
2



Projekt idealny zyrator / linia ¢wiercfalowa

Filtr jacy y Czeby (c) jacek i. 12.01.2026 r.
* IDEOLO vs sprzez. POJEMN. * Wersja sprzez. LINIA vs. PO)J.
param w=2*pi*ff=1/2/pi .param w=1
-aclist {1/2/pi} .ac lin 500 120m 210m
.step param f 120m 210m 0.25m *.ac lin 500 20m 510m
*.step param f 20m 510m Im
RS [+ L2 Gout
3 R uf L=
Rl 2
C4™g (L]
c3 =
et Lef 12 IF
**+ PARAMETRY OBWODU === *** PROTOTYP ===

* Rzad-Pasmo-OpornoééZrodia-PojemnoséZrodta -params eta=EtaFunc(delta)
.params N=4 B=95MegHz RS=5000hm CS=8pF  -Params xi=eta-sin(pi/2/N)/delta

* Poszerzenie pasma .params eps=1/sinh(N*asinh(eta))

.params delta=pi*B*RS*CS .params A =1 -eps**2*sinh(N*asinh(xi))**2

* Pr S¢ wyjsci .paramsro2x =1 - A/(1+eps**2)

.params Rout=750hm Gout={RS/Rout} -params swr = (1+sqrt(ro2x))/(1-sqrt(ro2x}))

* Dobro¢ -transkonduktancja .params X1 = 2*sin(fi)/(eta-xi)

_param beta=4.5 gm=sqrt{GL*Gout) .params X2 = 4/X1*sin(fi)*sin(fi*3) /fu(1)

.params X3 = 4/X2*sin(fi*3)*sin(5*fi) / fu(2)

2.4V Ita .params X4 = 4/X3*sin(5*fi)*sin(7*fi) / fu(3)

-params GL = swr
V1 =

{2*delta}



Projekt aproksymacja zyratora pojemnosciami

_params delta=pi*B*RS*CS .params A = 1 - eps**2*sinh(N*asinh(xi))**2

* Pr &€ wyjéci .params ro2x = 1 - A/ (1+eps**2)

.params Rout=750hm Gout={RS/Rout} -params swr = (1+sqrt(ro2x))/(1-sqrt(ro2x))

* Dobro¢-transkonduktancja -params X1 = 2*sin(fi)/(eta-xi)

_param beta=4.5 gm=sqrt(GL*Gout) .params X2 = 4/X1*sin(fi)*sin(fi*3)/fu(1)

.params X3 = 4/X2*sin(fi*3)*sin(5*fi) / fu(2)
2.4v .params X4 = 4/X3*sin(5*fi)*sin(7*fi) / fu(3)
V1 Ita .params GL = swr

{2*delta}

* Funkcja Eta

.params a2 = 0.9202 al =0.4302 a0 =0.1041

.params bl = 0.5126 b0 =0.1286 skala =0.4694

.func EtaFunc(x) {skala*(x**3 + a2*x**2 + al*x + a0) / (x**3 + b1*x**2 + b0*x)}
* Funkcja tancuchowa

.param fi = pi/2/N

func fu(m) {eta**2+xi**2+sin(fi*2*m)**2-2 *eta*xi*cos(fi*2*m)}

RS#1 c#2  L#2 cm
S#1 L# =
e I E
C#3 C#4 L#4 °
L#1 L#3 =X
RL#1



Przyktad

Zyrator idealny vs emulowany Linia éwieréfalowa vs zyrator
pojemnosciami emulowany pojemnosciami

5.164(Le1) — /\ sV




Przyktad vs. m — match

S12(U_1) 5.164*V(L#1)

K

v \
Al
AN

Afggg = 7,7 mHz < 7 — match
Afyggg = 33,5 mHz <  (Czebyszew



Karzet widzacy sie na barkach olbrzyma, dla
Swiata jest kartem z pretensjami alpinisty.

Jan Hartman
Zmierzch filozofii
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