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......dla inżyniera elektryka mniej ważne jest rozwiązywanie zadanych
równań różniczkowych niż poszukiwanie układów równań różniczkowych
(obwodów), których rozwiązanie ma pożądaną właściwość...

Wilhelm Adolf Eduard Cauer
Theorie der linearen Wechselstromschaltungen
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Plan

• sformułowanie problemu
• filtry pseudoeliptyczne
• od parametrów S do parametrów Y
• filtr prototypowy
• przekształcenia
• wnioski
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Sformułowanie problemu 1
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Sformułowanie problemu 2
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Sformułowanie problemu 3
1

2

3

4

j·X

s·C

s·LVs
RL
1 Ω

Rs

1 Ω

S212(Ω) =
1

1+ ε2F2(Ω)
⇒ S211(Ω) =

ε2F2(Ω)
1+ ε2F2(Ω)



Funkcja charakterystyczna

F(Ω) = CN(Ω) = cosh

( N∑
n=1

cosh−1
(Ω− 1/Ωn
1− Ω/Ωn

))
.

F(Ω) = TN(Ω) = cosh
( N∑
n=1

cosh−1(Ω)
)
.



Filtr pseudoeliptyczny vs. Butterwortha
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Obliczanie CN(Ω)

cosh−1(x) = ln
(
x+

√
x2 − 1

)
,

CN(Ω) = cosh
( N∑
n=1

ln
(
xn +

√
x2n − 1

))
,

gdzie: xn = (Ω− 1/Ωn)/(1− Ω/Ωn).

CN(Ω) =
1
2

( N∏
n=1

(
xn +

√
x2n − 1

)
︸ ︷︷ ︸
WN(xn)+PN(xn)

√
x2n−1

+
N∏
n=1

(
xn −

√
x2n − 1

))
.



Obliczanie CN(Ω) – finał

CN(Ω) =
FN(Ω)

DN(Ω)

D(Ω) =
N∏
n=1

(
1− Ω/Ωn

)
.

Fn(Ω)

Vn(Ω)
=

Ω− 1
Ωn

(Ω2 − 1)
√
1− 1

Ω2n√
1− 1

Ω2n
Ω− 1

Ωn

Fn−1(Ω)

Vn−1(Ω)
.

F0(Ω) = 1 V0(Ω) = 0.



Wzór rekurencyjny

Fn(Ω) =
(
Ω− 1

Ωn

)
Fn−1(Ω)+

+
(
Ω− 1

Ωn−1

)√ 1− 1/Ω2n
1− 1/Ω2n−1

Fn−1(Ω)−

−
(
1− Ω

Ωn−1

)2√ 1− 1/Ω2n
1− 1/Ω2n−1

Fn−2(Ω)



Obliczanie S12(s) i S11(s)

S11(s) =
Q(s)

E(s)
, S21(s) =

P(s)

εE(s)
,

P(s) = (−j)K
K∏
k=1

(
s− j · Ωk

)
. Q(s) = (−j)N

N∏
n=1

(
s− j ·

FN(Ω′n)=0︷︸︸︷
Ω′n
)
,

ε =

∣∣∣∣∣∣Q(s)P(s)
∣∣∣∣∣∣
s=±j

1√
100,1·RL − 1

,



Obliczanie S12(s) i S11(s) cd

{en : ℜ(rn) < 0 oraz P2(ek)/ε2 +Q2(ek) = 0}

E(s) = εR
N∏
n=1

(
s− en

)
,

natomiast: εR =


1 gdy K < N,
ε

√
ε2 − 1

gdy K = N.



S 7→ Y

Yin(s) =
1− S11(s)
1+ S11(s)

=
E(s)−Q(s)
E(s) +Q(s)

.

n1(s) = Re[Ev(E−Q)] + j · Im[Odd(E−Q)],
m1(s) = Re[Odd(E−Q)] + j · Im[Ev(E−Q)],
n2(s) = Re[Ev(E+Q)] + j · Im[Odd(E+Q)],

m2(s) = Re[Odd(E+Q)] + j · Im[Ev(E+Q)].



S 7→ Y cd

y11(s) =


m2(s)

n2(s)
gdy N jest parzyste,

n2(s)

m2(s)
gdy N jest nieparzyste,

y22(s) =


m2(s)

n2(s)
gdy N jest parzyste,

n1(s)

m2(s)
gdy N jest nieparzyste,

y12(s) = y21(s) =


j · P(s)
ε · n2(s)

gdy N jest parzyste,

P(s)

ε ·m2(s)
gdy N jest nieparzyste.



W.A.E. Cauer

Wilhelm A.E. Cauer.
Theorie der linearen Wechselstromschaltungen.
Akademische Verlagsgesellschaft Becker & Erler Kom.-Ges., Leipzig, 1941.

J. L. Herrero and G. Willoner.
Synthesis of Filters.
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Filtry pasywne



Niezmiennik

n1(s) · n2(s)−m1(s) ·m2(s) = P2(s)/ε2.



Niezmiennik cd

y11(s) · y22(s)− 1 = y221(s).

r11n · r22n = r221n dla n = 1, ... ,N.



Filtry parzystego rzędu – S11

Yin =
y11 + y22 · y11 − y12 · y21

1+ y22
.

y11(s) =
m2(s)
n2(s)

, y22(s) =
m1(s)
n2(s)

= y11(s), y12(s) = y21(s) =
jP(s)/ε
n2(s)

.

Yin =

m2
n2

+

↑︷ ︸︸ ︷
m1m2
n22

+
P2/ε2

n22

1+
m1
n2

=

m2
n2

+

↓︷ ︸︸ ︷
n1n2
n22

1+
m1
n2

=
m1 + n1
n2 +m2

=
E−Q
E+Q



Filtry parzystego rzędu – S12
Ku =

− y21
(1+ y22) + y11 + y22 · y11 − y21 · y21

.

Ku =
−jP/ε/n2

1+
m1
n2

+
m2
n2

+
m1m2
n22

+
P2/ε2

n22︸ ︷︷ ︸
→

=

=
−jP/ε/n2

1+
m1
n2

+
m2
n2

+
n1n2
n22︸ ︷︷ ︸
→

=
−jP/ε

n1 +m1 + n2 +m2
=
−jP/ε
2E

.



Obwód prototypowy – wejście

y11(s) = r110 +
N∑
n=1

r11n
s− j · λn

, gdzie r11n > 0 dla n = 1, ... ,N.

Cn=1F Y n =− j λ nY=
0 j⋅gSn

j⋅gSn 0

gSn =
√
r11n .



Obwód prototypowy – we. i wy.
Cn=1F Y n =− j λ nY=

0 j⋅gSn

j⋅gSn 0 Y=
0 j⋅gL n

j⋅gL n 0US UL

IS IL

+ +

− −
−

+ Un

gSn =
√
r11n , gLn =

r21n√
r11n

=
√
r22n .

y11n =
r11n
s− j · λn

, y22n =
r22n
s− j · λn

, y21n = y12n =
r21n
s− j · λn

.



Przykład 1/5
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Przykład 2/5
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C
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Żyrator

Y12 =− j g m

Y11 = j gm Y22 = j g m

Y =

(
jgm − jgm −jgm
−jgm jgm − jgm

)
=

(
0 −jgm
−jgm 0

)
.
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Przykład 3/5

BS1 = −0,9062 BL1 = 0,8777

C1 = 1
B1 = 0,1540

BS2 = −0,9901 BL2 = −0,07608

C2 = 1 B2  = 2,5597

BS3 = −0,1670 BL3 = −1,0262

C3 = 1
B3 = −0,3515

B11 = 3,0633
B22 = −0,7754

loadsource
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LTSpice 1/3
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LTSpice 2/3
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LTSpice 3/3
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Równania

Y(s) = sE+ j ·M E = diag(0, 1, ... , 1, 0)

M =

B11 gS1 gS2 gS3 · · · gSn · · · gSN−1 gSN gSL
gS1 B1 0 0 · · · 0 · · · 0 0 gL1
gS2 0 B2 0 · · · 0 · · · 0 0 gL2
gS3 0 0 B3 · · · 0 · · · 0 0 gL3
...

...
...

...
. . .

... . . .
...

...
...

gSn 0 0 0 · · · Bn · · · 0 0 gLn
...

...
...

... . . .
...
. . .

...
...

...
gSN−1 0 0 0 · · · 0 · · · BN−1 0 gLN−1
gSN 0 0 0 · · · 0 · · · 0 BN gLN
gSL gL1 gL2 gL3 · · · gLn · · · gLN−1 gLN B22Filtry pasywne



Przykład 4/5

M =

S 1 2 3 L
1,00 0,91 0,99 0,17 0 S
0,91 0,13 0 0 −0,88 1
0,99 0 1,49 0 0,08 2
0,17 0 0 −1,54 1,03 3
0 −0,88 0,08 1,03 −1,00 L

MS1

MS3

MS2

MSL

ML1

ML2

ML3

LS

1

2

3
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Obroty

Y 7→ RYR−1.

R(i, j,ϕ) =

1
. . .

1
cosϕ · · · − sinϕ · · · i

1
...

. . .
...

1
sinϕ · · · cosϕ · · · j
...

...
i jFiltry pasywne



Przykład 5/5

M′′′ =



1 1,35 0 0 0
1,35 0,83 0,73 0,12 −0,41
0 0,73 0,16 0,99 0
0 0,12 0,99 −0,92 1,29
0 −0,41 0 1,29 −1


L

S
1

2

3
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Filtr Czebyszewa 1/4
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Filtr Czebyszewa 2/4

M =



0 0,492 0,492 0,33 0,33 0
0,492 0,5 0 0 0 −0,492
0,492 0 −0,5 0 0 0,492
0,33 0 0 −1,115 0 −0,33
0,33 0 0 0 1,115 0,33
0 −0,492 0,492 −0,33 0,33 0


.
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Filtr Czebyszewa 3/4

M =



0 0,838 0 0 0 0
0,838 0 0,747 0 0 0
0 0,747 0 −0,614 0 0
0 0 −0,614 0 −0,747 0
0 0 0 −0,747 0 0,838
0 0 0 0 0,838 0

 L

S
1

2

3
4
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Filtr Czebyszewa 4/4

a)

RS = 1
GY1

gm = gm1

GY2

gm = gm2

GY3

gm = −gm3

GY4

gm = −gm2

RL=1

AC 1

U1

 C1 = 1  C2 = 1  C3 = 1  C4 = 1

GY5

gm = gm1

S L

.params gm1 = 0,83814 gm2 = 0,74697 gm3 = 0,61446

b)

R´L = 1,671

AC 1

C2 = 1,259 C4 = 0,8519

L3 = 2,104L1 = 1,424

S
L

RS = 1

U1

Filtry pasywne



Kaskada
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Tłumienie wtrąceniowe

∆α = 20 log10
( S(0)

S(0) + ∆S(0)

)
≈ 20

ln 10
β · T(0)
Q

.
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Rezonatory
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Wnioski

:(
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